
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکزات پیش اس آسهونۺ
 فشٔب٥٤ذ: ٝ٘ىبت ص٤ش دل٥مبً تٛخ ٝـٕٙذ اػت ثٞضٕٗ آسص٢ٚ ٔٛفم٥ت ثشا٢ ؿٕب داٚعّت ٌشا٣ٔ، خٛا

 ٖٛٔاػت. ساعت ۴ٚ ٚلت آٖ  سؤال ۹تؼذاد ػؤالات ا٤ٗ آص 

 ؿٛد ٘بْ ٚ ٘بْ خب٘ٛاد٣ٌ خٛد سا حتٕبً ث٤ٛٙؼ٥ذ.٣ٔ ٜؿٕب داد ٝث ٝپ٥ؾ ٤ٛ٘غ و ٝش ثشٌٞثش س٢ٚ 

ٔا٢ ٤ٛٙ٘ؼ٥ذ.٥ٝچ ػلأت ٤ب ػجبست ٔـخلٞغ٥ش اص خٛاة ػؤالات  ٝدس ص٤ش خظ چ٥ٗ ثبلا٢ پبػخٙب 

ٕٔ٘ب٤ذ.آٚس٢ ٚ خٕغ ٝسا ٔلاحظ بٞآٖداس٤ذ تب ٔؼئَٛ ٔشثٛط ثتٛا٘ذ  ٢ٝ خٛد سا دس دػتشع ٍ٘ٝٚ وبس٘بٔ ٝٔؼشف٣ ٘ب 

س٤ض٢ ٘جبؿذ، ٔدبص اػت. ٝلبثُ ثش٘بٔ ٝٙذػ٣ وٟاص ٔبؿ٥ٗ حؼبة ٔ ٜاػتفبد 

ثبؿٙذ، ٔدبص ٥٘ؼت. ٝش ؿىُ وٞ ٝث بٞإِٓب٘بنب ٚ ٞب٢ ٘د٣ٔٛ، اعّغٞاص خذَٚ ٜاػتفبد 

ٞ ٖٛٔٝؿٛد. ِزا آٖ سا لجُ اص ؿشٚع آصٖٔٛ ث)خبٔٛؽ ٤ب سٚؿٗ( تخّف ٔحؼٛة ٣ٔ ٜٕشاٞداؿتٗ تّفٗ  ٜٕشاٍٞٙبْ آص 

 ٥ذ.ٞتح٤ُٛ د ٜٔؼئَٛ حٛص

ذ ؿذ.ٞاػلاْ خٛا ٜ٘تب٤ح ا٤ٗ آصٖٔٛ دس اٚاخش خشداد ٔب 

ٔاػت. ٜؿذ ٥ٟٝت کامبیز خالقی٢ تـش٤ح٣ ا٤ٗ آصٖٔٛ تٛػظ آلب٢ ٝپبػخٙب 

 

 و پاسخ تشریحیسوالات  هدفترچ
 اول همرحل

 1393لمپیاد ریاضی سال ا یهدور سومینو  سی

۳۰                                  -                                      ۱۸۰ 

 تذکزات آسهونۺ

 اػت لجُ اص پبػخ ثٝ ػؤالات آصٖٔٛ ثٝ ٔٛاسد ص٤ش تٛخٝ و٥ٙذ: پظٜٚ ٌشا٣ٔ، خٛاٞـٕٙذضٕٗ آسص٢ٚ ٔٛفم٥ت ثشا٢ ؿٕب دا٘ؾ

ُٔاػت. دقیقه ۱۸۰ٚ ٚلت آٖ  ایسؤال چند گشینه ۳۰ ا٤ٗ آصٖٔٛ ؿب 

ٗدس ا٤ٗ آصٖٔٛ غ٥ش ٔدبص اػت. حؼبةاػتفبدٜ اص ٔبؿ٥ 

 ٜنیست )حت٣ خبٔٛؽ( دس عَٛ صٔبٖ آصٖٔٛ ٔدبصٕٞشاٜ داؿتٗ تّفٗ ٕٞشا. 

٢ ػؤالات سا ثب خٛد ثجش٘ذ وٝ تب پب٤بٖ آصٖٔٛ دس خّؼٝ حضٛس داؿتٝ ثبؿٙذدفتشچٝ تٛا٘ٙذ فمظ داٚعّجب٣٘ ٣ٔ. 

ٗا٘دبْ ؿذٜ اػت. ی اجرایی ماخکمیتهػٛالات تٛػظ  ا٘تـبس ٚ ثبصت٥ِٛذ ا٤ 

 

 

 

ماشین حساب ممنوع است.استفاده از   
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ػش٘ـ٥ٗ ٤ب دٚػش٘ـ٥ٗ  ٞب ته آٖ ٝا٘ذ وٝ ٕٞ ػجٛس وشدٜ خٛدسٚ اص ػٛاسض٣ 0731كجح  11كجح تب  8تجش٤ض اص ػبػت  -دس آصادساٜ ص٘دبٖ -1

 ٥ِتش ٚ ٞش خٛدس٢ٚ  3ػش٘ـ٥ٗ،  دا٥٘ٓ ٞش خٛدس٢ٚ ته ا٘ذ. ٣ٔ ٥ِتش ثٙض٤ٗ دس ٔؼ٥ش ٔلشف وشدٜ 18701ا٘ذ. ا٤ٗ خٛدسٚٞب دس ٔدٕٛع  ثٛدٜ

 ت؟ػش٘ـ٥ٗ چٙذ تبػ ٥ِتش ثٙض٤ٗ دس ا٤ٗ ٔؼ٥ش ٔلشف وشدٜ اػت. تؼذاد وُ خٛدسٚٞب٢ ته 8دٚػش٘ـ٥ٗ، 

 1180 (ٞـ                        1101 (د                              001 (ج                        081( ة                           701 (اِف

 

 A  ٚYث٥ٗ  Xا٘ذ وٝ  عٛس٢ لشاس ٌشفتٝ ACخظ  س٢ٚ پبسٜ X  ٚY، ٘مبط AB=ACوٝ دس آٖ  ABCاِؼبل٥ٗ  دس ٔثّث ٔتؼب٢ٚ -0

YBC. اٌش BY=AX=BXلشاس داسد ٚ ثٝ ػلاٜٚ   چٙذ دسخٝ اػت؟BAC ٝ، صا10٤ٚ

 اِف(
95
3

  (ٞـ                          01  د(                                01 ج(                          78 ة(                           
185

4
 

 

7- x  ٚy  ٝدٚ ػذد حم٥م٣ ٞؼتٙذ وx 12 18 ٚy3  چمذس اػت؟ xy. ٔمذاس 2

 د(                                0 ج(                           -1 ة(                              -0 اِف(
1
2

  (ٞـ                           
1
2

 

 

ٚخٛد داسد وٝ  aٔثُ  1737تش اص  چٙذ ػذد عج٥ؼ٣ وٛچه -0
ار  ب

...
a

aa

a

a ٔشثغ وبُٔ ثبؿذ؟ 

 370 (ٞـ                          377  د(                                310 ج(                          030 ة(                           73 اِف(

 

:ٕ٘ٛداس تبثغ  -0 R Rfث٥ٙ٥ذ.  سا دس پب٥٤ٗ ٣ٔg : R R  اػت وٝ ثشا٢ ٞش ػذد حم٥م٣ كؼٛد٢تبثؼ٣،g( ) ( )x f x x .

)gحذاوثش ٔمذاس   وذاْ اػت؟ 2(

 

 1 اِف(

 1 ة( 

  0 ج(

  7  د(

 0 (ٞـ

 

 

 

ؿٛد. تبخش٢ دس ؿىشػتبٖ للذ ٚاسد  ٞب ثب افضا٤ؾ عَٛ ٣٘ ص٤بد ٣ٔ دس ؿٟش ٥٘ؼتبٖ ل٥ٕت ٣٘ -0

  10ٞب ثٝ ؿىُ ٔخشٚط ٘بلق ثب استفبع  وشدٖ ٣٘ اص ٥٘ؼتبٖ سا داسد. دس ؿىشػتبٖ ٥ِٛاٖ

تش٤ٗ پَٛ سا  ٔتش ٞؼتٙذ. تبخش للذ داسد وٓ ػب٘ت٣ 0ٔتش ٚ لغش ا٘تٟب٢  ػب٘ت٣ 11 ٝٔتش ، لغش دٞب٘ ػب٘ت٣

 ٜخشج وٙذ ٣ِٚ ثب تٛخٝ ثٝ لٛا٥٘ٗ ؿىشػتبٖ ثٝ ٥ٞچ ٚخٝ ٣٘ ٘جب٤ذ وبٔلاً داخُ ٥ِٛاٖ لشاس ٥ٌشد. ا٘ذاص

خظ فشم  و٥ٙٓ، ٤ؼ٣ٙ ٣٘ سا ٤ه پبسٜ ٘ظش ٣ٔ خشد چمذس اػت؟ )اص لغش ٣٘ كشف ٞب٣٤ وٝ اٚ ٣ٔ ٣٘

 و٥ٙٓ.( ٣ٔ

2  اِف( 2 ة(                       73 8 ج(                          89 2  د(                          5 10 (ٞـ                       87 3 

 

2 

0 

7 

0 

1 
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, ٝٔدٕٛػ -3 ,...,1 2  ثبؿذ؟ 0تش٤ٗ ػضٛ آٖ  تش٤ٗ ٚ وٛچه ٘بت٣ٟ داسد وٝ اختلاف ثضسي ٝچٙذ ص٤شٔدٕٛػ 10
 

 1100 (ٞـ                         000  د(                               108 ج(                          00 ة(                           70 اِف(

 

دا٥٘ٓ تؼذاد  ؿٟش داس٘ذ. ٣ٔ n  ٚn0، 11وـٛس ؿىشػتبٖ اص ػٝ اػتبٖ ٕ٘ىؼتبٖ، فّفّؼتبٖ ٚ ػٕبلؼتبٖ تـى٥ُ ؿذٜ اػت وٝ ثٝ تشت٥ت  -8

nػبٖ اػت ٚ خٕؼ٥ت وُ وـٛس  ؿٟشٚ٘ذاٖ دس ؿٟشٞب٢ ٔختّف ا٤ٗ وـٛس ٤ه n2  ٤ه اص  ذاْــــــــــدس و n٘فش اػت. ػذد  1

 ص٤ش لشاس داسد؟ٞب٢  ٔحذٚدٜ

 01تب  01 (ٞـ                 01تب  71  د(                   71تب  01 ج(                   01تب  11 ة(                           11تب  1 اِف(

 

3- ABCD ٝا٢ اػت وٝ دس آٖ  رٚص٘مAB CDٚCD AB3 ٘مبط .M  ٚN  ثٝ تشت٥ت ٚػظ اضلاعBC  ٚCD  ٚ ٞؼتٙذ

 لذس اػت؟ چٝ AMNاػت. ٔؼبحت ٔثّث  70ٔؼبحت رٚص٘مٝ 

 10 (ٞـ                          10  د(                              10 ج(                         11 ة(                           8 اِف(

 

xا٢  دٚ چٙذخّٕٝ nثشا٢ چٙذ ٔمذاس كح٥ح  -11 nx3 1  ٚx x n3  حم٥م٣ ٔـتشن داس٘ذ؟ ٝس٤ـ 2

 

 ٟ٘ب٤ت ث٣ (ٞـ                          7  د(                                  0 ج(                         1 ة(                               1 اِف(

 

تٛا٘ٙذ ثب  ثبؿٙذ؟ )عَٛ اضلاع 102٣ٔٚ ...،  8، 0، 0، 1ٞب اص ث٥ٗ اػذاد  ٟ٘ـت ٚخٛد داسد وٝ عَٛ اضلاع آٖ حذاوثش چٙذ ٔثّث غ٥ش ٞٓ -11

 ٞٓ ثشاثش ثبؿٙذ.(

 100 (ٞـ                          101  د(                                31 ج(                          00 ة(                           00 اِف(

 

)ا٢  چٙذخّٕٝ nثشا٢ ػذد عج٥ؼ٣  -10 )nP x سا ثشاثش( )x n  دا٥٘ٓ  و٥ٙٓ. ٣ٔ تؼش٤ف ٣ٔ 2

( (...( ( ))...))P P P x1393 1392 1 

xاػت. ضش٤ت  13932 ٝا٢ اص دسخ ٤ه چٙذخّٕٝ
13932  ا٢ ثشاثش وذاْ اػت؟ دس ا٤ٗ چٙذخّٕٝ 1

13922 ج(   13922 ة(                           1 اِف( 13932  د(                    1  13932 (ٞـ                    1

 

,فشم و٥ٙذ  -17 ,...,A 1 2 10 ٚ, ,...,B 1 2 f:. تؼذاد تٛاثغ 100 A B  سا ث٥بث٥ذ وٝ ثشا٢ ٞش دٚ ػذد عج٥ؼ٣m  ٚn 

m,وٝ  n2 10  ٚmn ) ٝ، ساثغ 10 ) ( )f mn mf n .ثشلشاس ثبؿذ 

52 (ٞـ                          110  د(                                110 ج(                          117 ة(                           110 اِف( 10 

 

داٖ  ا٢ ثٝ خظ ٕ٘ى٣ ٔشثٛط ثٝ ٤ى٣ اص اخذادؽ پ٥ذا وشدٜ وٝ س٤بض٣ ثٝ تبص٣ٌ وت٥جٝپبدؿبٜ ؿىشػتبٖ وٝ للش٢ ثٝ ؿىُ ٔشثغ داسد،  -10

 وت٥جٝ  ٝٞب٣٤ ٚخٛد داسد. تشخٕ ٞب٢ ٔختّف٣ اص ؿٟش، ٌٙح ؿٙبػبٖ ٔـخق ؿذ وٝ دس ٘مغٝ وت٥جٝ تٛػظ صثبٖ ٝثٛدٜ اػت. پغ اص تشخٕ

 ث٥ٙ٥ذ. سا دس ص٤ش ٣ٔ

ٞب سا ثٝ تشت٥ت ٘ؼجت ثٝ ضّغ ؿٕب٣ِ، ضّغ خٙٛث٣، ضّغ ؿشل٣، ضّغ غشث٣،  اٌش ٞش وذاْ اص آٖا٘ذ وٝ  ٞب٣٤ اص ؿٟش پٟٙبٖ ٌـتٝ ٞب دس ٘مغٝ ٌٙح

 لغش اَٚ ٚ دس ٟ٘ب٤ت لغش دْٚ للش لش٤ٙٝ و٥ٙٓ ثٝ خب٢ اَٚ ثبصٌشدد.



 

۴     
 

 

 

 ۱۳۹۳سال                            ۳۳اول دوره  ههزحل

 چٙذ ٌٙح دس ؿٟش پٟٙبٖ ؿذٜ اػت؟

 1 اِف(

 1 ة( 

 0 ج(

 0  د(

 8 (ٞـ

 
 
 

خٙٛث٣ ٚ  -خٛاٞذ ػٝ تب اص د٤ٛاسٞب دس أتذاد ؿٕب٣ِ ا٢ ثب ؿؾ د٤ٛاس سا عشاح٣ وٙذ. اٚ ٣ٔ ٢ خب٘ٝ د٤ٛاس٢ للذ داسد ٘مـٝ ٟٔٙذع ؿؾ -10

 ٢  ش ثبؿٙذ. اٚ چٙذ ٘مـٝـــــٔت 11ٚ  0، 0ٞب٢  غشث٣ ٚ ثب عَٛ -ٔتش ثبؿٙذ ٚ ػٝ تب اص د٤ٛاسٞب ٥٘ض دس أتذاد ؿشل٣ 0ٚ  0، 0ٞب٢  ثب عَٛ

 تٛا٘ذ ثىـذ؟ ٞب ٣ٔ ٔختّف ثب ا٤ٗ ٤ٚظ٣ٌ

 00 (ٞـ                          01  د(                                10 ج(                          10 ة(                           8 اِف(
 

 تٛاٖ ٌفت؟ ٔٛسد تؼذاد اسلبْ ا٤ٗ ػذد دس ٔجٙب٢ ػٝ چٝ ٣ٔسل٣ٕ اػت. دس  71دا٥٘ٓ ػذد٢ عج٥ؼ٣ دس ٔجٙب٢ دٚ،  ٣ٔ -10
 

 سل٣ٕ اػت. 01حتٕبً   (ج   سل٣ٕ اػت. 13حتٕبً  (ة   سل٣ٕ اػت. 18حتٕبً  اِف(

 سل٣ٕ اػت. 01سل٣ٕ ٚ ثشا٢ ثؼض٣  13ثشا٢ ثؼض٣ اػذاد  ٞـ(  سل٣ٕ اػت. 13سل٣ٕ ٚ ثشا٢ ثؼض٣  18ثشا٢ ثؼض٣ اػذاد  د(
 

)وٝ  ٥٤ٌٛx  ٚyٓ ٞشٌبٜ ثشا٢ ٞش دٚ ػذد ٔثجت  ٣ٔ« ٘ٝ چٙذاٖ ثضسي»سا  nػذد كح٥ح  -13 )( )x y1 ، داؿتٝ ثبؿ1ٓ٥

xy n
xy

1
 تش٤ٗ ػذد ٘ٝ چٙذاٖ ثضسي وذاْ اػت؟ . ثضسي

 3 (ٞـ                          0  د(                                0 ج(                          7 ة(                           0 اِف(
 

BAEدا٥٘ٓ ٘ب٥ٔٓ. ٣ٔ ٣ٔ A, B, C, D, Eٌشد  ضّؼ٣ ٔحذة سا ثٝ تشت٥ت ػبػت سئٛع ٤ه پٙح -18 DAC2 93  ٚ

BCA CDA  ٚEDA DCA اٌش .AD 2 3  ٚAC  بٜ ٔمذاسـٌ آ2ٖ
AE

AB
 ثشاثش وذاْ ٌض٤ٙٝ اػت؟ 

sin اِف(
1

93
3

 ة(   
1
3

 ج(               
1

3
sin3 د(                   7 ٞـ(        93

 

13-  x  ٚy ٝدٚ ػذد حم٥م٣ ٞؼتٙذ وsin( ) cos( )x y )sinتش٤ٗ ٔمذاس  . ث٥ؾ 1 ) cos( )y x وذاْ اػت؟ 
 

اِف(
2

2
 د(                 3 ج(              2 ة(             

3
1

2
 0  ٞـ(        

ثشاثش داس٤ٓ وٝ ٞش وذاْ اص  ٜپلاػت٥ى٣ ؿفبف ٚ س٣ٍ٘ ثٝ ؿىُ دٚ دا٤ش ٝدٚ كفح -01

 ا٘ذ.  ، ثٝ ػٝ لؼٕت ثشاثش تمؼ٥ٓ ؿذ120ٜٞب٢  ٞب تٛػظ ػٝ ؿؼبع ثب صا٤ٚٝ آٖ

ٞب٢ ٔتفبٚت ٞؼتٙذ. ٞشٌبٜ دٚ سً٘ س٢ٚ ٞٓ لشاس ٥ٌش٘ذ، س٣ٍ٘  ٞب داسا٢ سً٘ لؼٕت

ا٘ذ. ٔثلاً دس  د٤ٍش ٔتفبٚت ٞب٢ تشو٥ج٣ ا٤دبد ؿذٜ ٥٘ض ثب ٤ه ؿٛد ٚ سً٘ خذ٤ذ ا٤دبد ٣ٔ

 سً٘ ٔختّف ثٝ ٚخٛد آٔذٜ اػت. 11سٚ  ؿىُ سٚثٝ

 تٛا٘ذ ثٝ ٚخٛد ث٥ب٤ذ چٙذ تبػت؟ ٞب ٣ٔ ٞب٢ ٔختّف٣ وٝ دس ٤ه ٚضؼ٥ت لشاس ٌشفتٗ كفحٝ حذاوثش تؼذاد سً٘

 10 (ٞـ                          10  د(                                17 ج(                          10 ة(                           11 اِف(

٣
ضّغ ؿشل

 

٣
غشث

غ 
ضّ

 

 ضّغ خٙٛث٣

 ضّغ ؿٕب٣ِ



 
 

۵ 
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٥٤ٌٛٓ اٌش « فٛق ٔٙظٓ»٥٤ٌٛٓ اٌش ٥ٔب٥ٍ٘ٗ اػضب٢ آٖ ػذد٢ عج٥ؼ٣ ثبؿذ ٚ آٖ سا « ٔٙظٓ»٘بت٣ٟ اص اػذاد عج٥ؼ٣ سا  ٤ٝه ص٤شٔدٕٛػ  -01

 ٙذ اػت؟{ چ0ٚ1ٚ...03ٚٝ }ٞب٢ فٛق ٔٙظٓ پٙح ػض٢ٛ اص ٔدٕٛػ ٞب٢ ٘بت٣ٟ آٖ ٔٙظٓ ثبؿٙذ. تؼذاد ص٤شٔدٕٛػٝ ص٤شٔدٕٛػٝ ٕٝٞ

 03 (ٞـ                          13  د(                                10 ج(                          10 ة(                           1 اِف(
 

دٞٙذ، حذاوثش چٙذ صا٤ٚٝ  خظ ٥٘ؼتٙذ. دس ث٥ٗ صٚا٤ب٣٤ وٝ ا٤ٗ ٘مبط تـى٥ُ ٣ٔ ٞب ٞٓ تب٣٤ اص آٖ ؿؾ ٘مغٝ دس كفحٝ داس٤ٓ وٝ ٥ٞچ ػٝ  -00

 داسد؟ٚخٛد ( 31،181) ٜدس ثبص

 00 (ٞـ                          01  د(                                18 ج(                          10 ة(                           0 اِف(
 

دا٥٘ٓ  ٥٘ؼت( لشاس داسد. ٣ٔ A)وٕب٣٘ وٝ ؿبُٔ  ABCاص دا٤شٜ ٔح٥غ٣ ٔثّث  BCس٢ٚ وٕبٖ  P٘مغٝ  -07

BC AC AB, ,4 3 2 .MA  ٚPN  ثش دا٤شٜ ٔح٥غ٣ ٔثّثABC ٚ ٕٔبع ٞؼتٙذ MA PN .AP ظ ـخBC  

چمذس اػت؟ PTوٙذ. ا٘ذاصٜ  لغغ ٣ٔ Tسا دس ٘مغٝ 
 

 اِف(
5
2

 ة(                           
3 3

2
 ج(                          

5 13
7

  د(                          
2 15

3
 (ٞـ                       

4 10
5

 
 

n٘ب٥ٔٓ ٞشٌبٜ اػذاد عج٥ؼ٣ ٘ٝ ِضٚٔبً ٔتٕب٤ض  سا خٛة ٣ٔ Mػذد عج٥ؼ٣  -00 a a a( ) , ,...,1 2 ٤بفت ؿٛ٘ذ ثٝ عٛس٢ وٝ  33

n
M a a a1  ٚ خٛاف ص٤ش ثشلشاس ثبؿذ. 2

پز٤ش ٥٘ؼت. تش اص ٤ى٣ ثخؾ ثش تٛاٖ ػْٛ ٥ٞچ ػذد عج٥ؼ٣ ثضسي M)آ(  
 

i)ة( اٌش  n1 ٌٖبٜ  آi i
a a1 iثش  1

a پز٤ش اػت. ) ثخؾ
n n
a a a a,1 1 0 

 داس٤ٓ؟ 0110تش اص  چٙذ ػذد خٛة وٛچه

30 (ٞـ                              00  د(                                  03 ج(                          00 ة(                              00 اِف(
  

xدس ٘مغٝ  tوٙذ وٝ دس ِحظٝ  ا٢ حشوت ٣ٔ ٔتحشو٣ دس فضب ثٝ ٌٛ٘ٝ -00 t y t z t( ( ), ( ), ( zلشاس داسد. اٌش ٕ٘ٛداسٞب٢  (( t y t x t( ), ( ), ( ) 

tٞب٢ ص٤ش ثبؿٙذ، ٔؼبفت٣ وٝ ا٤ٗ ٔتحشن اص  ثٝ ؿىُ tثش حؼت  tتب  0 وٙذ ثشاثش وذاْ ٌض٤ٙٝ اػت؟ ع٣ ٣ٔ 8
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اِف(
8 2

3
 ة(                         

7
4

3
 ج(                          

2
8

3
  د(                         

7
8

3
 (ٞـ                        

2
16

3 

  8         0            0           0 

 8               0 

 0                   0 t 

t 

x(t) 

1 

1- 

y(t) 

1 

 

1- 
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z(t) 
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دس ٔدبٚست ٞٓ لشاس ث٥ٍش٘ذ،  x  ٚyٞب٢  ٞب٢ ٔختّف٣ داس٘ذ. ٞشٌبٜ دٚ پـ٥ض ثب ا٘ذاصٜ ٔٛخٛدات٣ ٥ٔىشٚػىٛپ٣ ٞؼتٙذ وٝ ا٘ذاصٜ« پـ٥ضٞب» -00

xا٢ ثشاثش  تٛا٘ٙذ ثب كشف ا٘شط٢ ٣ٔ y|  ا٤دبد وٙٙذ. ٢x+y  ثٝ ٞٓ ثچؼجٙذ ٚ ٤ه پـ٥ض ثب ا٘ذاصٜ |
ا٢ وٝ ثب٤ذ دس ٔدٕٛع كشف وٙٙذ تب تجذ٤ُ ثٝ ٤ه پـ٥ض ثب  تش٤ٗ ا٘شط٢ س٢ٚ ٤ه خظ سد٤ف ؿذٜ ثبؿٙذ، وٓ ٢1 ٜ پـ٥ض ثب ا٘ذاص 1100اٌش  

 لذس اػت؟ ؿٛ٘ذ، چٝ ٢1100  ا٘ذاصٜ

70 (ٞـ                              71  د(                                  11 ج(                          11 ة(                                 3 اِف(
  

00- AA A...1 2 AAAK1ا٢ ٞؼتٙذ وٝ  دسٖٚ آٖ ثٝ ٌٛ٘ٝ K ،M  ٚNٞب٢  ضّؼ٣ ٔٙتظٓ اػت ٚ ٘مغٝ ٤3ه  9 2 الاضلاع ٚ  ٔتٛاص٢ 4

AAM6 7  ٚAAN8  لذس اػت؟ چٝ MKNالاضلاع ٞؼتٙذ. صا٤ٚٝ  ٞب٣٤ ٔتؼب٢ٚ ٔثّث 9

01 (ٞـ                              00  د(                                  01 ج(                          71 ة(                              01 اِف(
  

fٔدٕٛػٝ ٘مبط ثب ٔختلبت كح٥ح دس كفحٝ ثبؿذ ٚ تبثغ  Aفشم و٥ٙذ  -08 A: , ,0 1 ٚ  xداسا٢ ا٤ٗ خبك٥ت اػت وٝ ثشا٢ ٞش  2

y ،كح٥ح 

f x y f x y f x y f x y f x y( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 1 1 1 
 پز٤ش اػت. وذاْ ٌضاسٜ كح٥ح اػت؟ ثخؾ 7ثش 

 ثب٤ذ تبثؼ٣ ثبثت ثبؿذ. f اِف(

 تب تؼ٥٥ٗ ؿٛد. ثٝ كٛست ٤ه fدس آٖ ٔدٕٛػٝ، تبثغ  fا٢ ٔتٙب٣ٞ ٚخٛد ٘ذاسد وٝ ثب دا٘ؼتٗ  ٔدٕٛػٝ ة(

تب  ثٝ كٛست ٤ه fوٙذ، ٔـخق ثبؿذ )فشم و٥ٙذ ا٤ٗ ٔدٕٛػٝ ٘بت٣ٟ اػت( تبثغ  سا اتخبر ٣ٔ 1ٞب ٔمذاس  دس آٖ fاٌش ٔدٕٛػٝ ٘مبع٣ وٝ  ج(

 ؿٛد. تؼ٥٥ٗ ٣ٔ

 ؿٛد. تب تؼ٥٥ٗ ٣ٔ ثٝ كٛست ٤ه fٞب صٚج اػت ثذا٥٘ٓ، تبثغ  سا س٢ٚ ٘مبع٣ وٝ ٞش دٚ ٔؤِفٝ آٖ fاٌش ٔمذاس  د(

 ٞب٢ ة ٚ ج ٌض٤ٙٝٞـ( 

 

1,ٔثّث٣ وٝ عَٛ ٞش ػٝ ضّؼؾ ػذد٢ دس ثبصٜ  -03 45,ٞب٤ؾ دس ثبصٜ  ، ٚ ا٘ذاصٜ ٕٞٝ صا2ٝ٤ٚ ٥٤ٌٛٓ.  ٣ٔ« ٔؼتذَ»دسخٝ اػت، سا  90

 لذس اػت؟ اختلاف ٔؼبحت دٚ ٔثّث ٔؼتذَ حذاوثش چٝ

اِف(
3 3

4
ة(                           

8 2
2

  د(                        3 ج(                      
12 3 2

8
وذاْ ٥ٞچ (ٞـ                

 
 

ٞب٣٤ ثٝ ضّغ ٤ه تمؼ٥ٓ  سٚ ثٝ ٔثّث سا ثٝ ؿىُ سٚثٝ 0الاضلاع ثٝ ضّغ  ٔثّث٣ ٔتؼب٢ٚ -71

 خٛاٜ ثٝ عَٛ ٤ه ٚ ٔٛاص٢ ثب  ثٙذ٢، ثشداس٢ دَ ا٤ٓ. ثٝ ٞش ٤ه اص سئٛع ا٤ٗ ؿجىٝ وشدٜ

تٛا٘ذ  ٢ ا٤ٗ ثشداسٞب چٙذ حبِت ٔختّف ٣ٔ ٕٞٝد٥ٞٓ. ٔدٕٛع  ٤ى٣ اص اضلاع ٔثّث ٘ؼجت ٣ٔ

 داؿتٝ ثبؿذ؟

           100 اِف(

                707 ة(

              300 ج(

             1783 د(

 0330 ٞـ(
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 «ناهه تشزیحی پاسخ»

 ( كح٥ح اػت.ج٢ ) ٌض٤ٙٝ -1
 

 ٘ـبٖ د٥ٞٓ دس ا٤ٗ كٛست خٛا٥ٞٓ داؿت:  x  ٚyػش٘ـ٥ٗ ٚ دٚػش٘ـ٥ٗ سا ثٝ تشت٥ت ثب  فشم و٥ٙذ تؼذاد خٛدسٚٞب٢ ته

     ( )
x y

x x x x
x y

2370
7 8 2370 18320 18960 13320 640

7 8 18320
 

 

 ( كح٥ح اػت.ج٢ ) ٌض٤ٙٝ -0
 

٢  صا٤ٚٝ ٢BXC  ؿٛد اص عشف٣ صا٤ٚٝ ٢ABX٣ٔ  پغ صا٤ٚٝ AX=BXدا٥٘ٓ  . BAX٣ٕٔٞب٘ٙذ ؿىُ ص٤ش فشم و٥ٙذ

BXCاػت پغ ABXخبسخ٣ ٔثّث  2 

٢BYA  پغ صا٤ٚٝ BX=BYدا٥٘ٓ  عجك فشم ٔؼئّٝ ٣ٔ  اػت. 2

 دا٥٘ٓ:  ٣ٔ ABCدس ٔثّث 

,BAX AB AC ACB ABC 90
2

 

 ٢ خبسخ٣ اػت پغ خٛا٥ٞٓ داؿت:  صا٤ٚٝ ٢BYA  صا٤ٚٝ BYCدس ٔثّث 

( )YBC YCB BYA YBC10 2 90 40
2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ( كح٥ح اػت.٢ )اِف ٌض٤ٙٝ -7

 

xچٖٛ  12 ٥ٌx2ش٤ٓ وٝ  ، ٘ت٥دٝ 18٣ٔ  ، پغ 9

( )x xy y y xy2 21
2 9 2 9 3 2 2

4
 

 حُ ٔـبث٣ٟ ثشا٢ ٔؼئّٝ اسائٝ وشد. سا٢ٜ ثبلا  تٛاٖ ثب ٍِبس٤تٓ ٌشفتٗ اص دٚ ساثغٝ ٣ٔ
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 ( كح٥ح اػت.ج٢ ) ٌض٤ٙٝ -0

 

 ٥ٌش٤ٓ. دٚ حبِت دس ٘ظش ٣ٔ

ثٝ تٛاٖ ػذد٢ صٚج. تؼذاد اػذاد صٚج  aػذد٢ صٚج اػت. دس ا٤ٗ حبِت، ػذد ٔزوٛس حتٕبً ٔشثغ وبُٔ اػت ص٤شا ثشاثش اػت ثب  a(: 1حبِت )

 .030ثشاثش اػت ثب  1737تش اص  وٛچه

 aثٝ تٛاٖ ػذد٢ فشد، پغ تٟٙب دس كٛست٣ ٔشثغ وبُٔ اػت وٝ خٛدِ  aػذد٢ فشد اػت. دس ا٤ٗ حبِت، ػذد ٔزوٛس ثشاثش اػت ثب  a(: 0حبِت )

 .13ثشاثش اػت ثب  1737تش اص  ٔشثغ وبُٔ ثبؿذ. تؼذاد اػذاد فشد ٔشثغ وبُٔ وٛچه

 . 310=  030+  13ٞب٢ ثب خبك٥ت ٔٛسد٘ظش، ثشاثش اػت ثب  aثٙبثشا٤ٗ تؼذاد 

 

 ( كح٥ح اػت.ج٢ ) ٌض٤ٙٝ -0

 

x، ثشا٢ ٞش gثب تٛخٝ ثٝ كؼٛد٢ ثٛدٖ تبثغ  )، ثب٤ذ 2 ) ( )g x g )ٚ ثٙبثشا٤ٗ 2 ) ( )f x g  xثشا٢  fتش٤ٗ ٔمذاس  . أب دلت و٥ٙذ وٝ و2ٓ

xتش ٤ب ٔؼب٢ٚ ٔشثٛط ثٝ  ٞب٢ ث٥ؾ )اػت وٝ ٔمذاس  5 )f x  دٞذ وٝ حذاوثش ٔمذاس  ثبؿذ. ا٤ٗ ٔٛضٛع ٘ت٥دٝ ٣ٔ ٣ٔ 0ثشاثش( )g  0ثشاثش  2

 وٙذ:  ٞب٢ ٔؼئّٝ سا ثشآٚسدٜ ٣ٔ ٢ ؿشط اػت. ضٕٙبً ثٝ ٚضٛح تبثغ كؼٛد٢ ص٤ش ٞٓ ٕٞٝ

      ( )

( )

x

g x x

f x x

0 2

2 2 5

5

 

 ( كح٥ح اػت. 7) ٌٝض٤ٙ -0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

خشد اص عشف٣ ثب٤ذ  ٞب٣٤ وٝ تبخش ٣ٔ ا٘تٟب٢ ٥ِٛاٖ اػت. ٣٘ CDدٞب٘ٝ ٚ  ABدس ؿىُ ثبلا ٔمغؼ٣ اص ٥ِٛاٖ سػٓ ؿذٜ اػت. دس ا٤ٗ ؿىُ 

 ٝس٢ٚ ِج BDخظ  ٞب ثب٤ذ ٔب٘ٙذ پبسٜ تش٤ٗ عَٛ سا داؿتٝ ثبؿٙذ، ٚ اص عشف د٤ٍش ٘جب٤ذ ثٝ عٛس وبُٔ دس ٥ِٛاٖ لشاس ث٥ٍش٘ذ. دس ٘ت٥دٝ ا٤ٗ ٣٘ وٓ

 ٥ِٛاٖ لشاس ث٥ٍش٘ذ. 

AN MB AB MN AB CD 10 6 4 
ANٔحٛس ػٕٛد٢ داس٤ٓپغ عجك تمبسٖ ؿىُ حَٛ  MB  و٥ٙٓ.  ف٥ثبغٛسع اػتفبدٜ ٣ٔ ٝاص لض٥ BD ٝ. ثشا٢ ٔحبػج2

( )BD BN ND2 2 2 2 22 6 16 8 5 
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 ( كح٥ح اػت.ج٢ ) ٌض٤ٙٝ -3

 

 0و٥ٙٓ. ا٤ٗ وبس  اػت، اثتذا وٛچىتش٤ٗ ػضٛ سا ا٘تخبة ٣ٔ 0تش٤ٗ ػضٛ آٖ  تش٤ٗ ٚ وٛچه ثشا٢ ا٘تخبة ٤ه ص٤شٔدٕٛػٝ اص ؟؟؟ وٝ اختلاف ثضسي

ثٙب٥ٔٓ. پغ ثضسٌتش٤ٗ ػضٛ  mثبؿذ. فشم و٥ٙذ وٛچىتش٤ٗ ػضٛ سا  0، ٤ب 7، 0، 1تٛا٘ذ ٤ى٣ اص اػذاد  حبِت داسد چشا وٝ وٛچىتش٤ٗ ػضٛ ٣ٔ

mثشاثش  ا٢ دِخٛاٜ اص  حبِت داس٤ٓ چشا وٝ د٤ٍش اػضب، ص٤شٔدٕٛػٝ 70خٛاٞذ ثٛد. ثشا٢ ا٘تخبة د٤ٍش اػضب٢ ص٤شٔدٕٛػٝ،  6

, , , ,m m m m m1 2 3 4  ٞب داس٤ٓ. ٌٛ٘ٝ ٔدٕٛػٝ حبِت ثشا٢ ا٘تخبة ا٤ٗ 0 × 70=  108ٞؼتٙذ. پغ دس وُ  5

 

 ( كح٥ح اػت.ج٢ ) ٌض٤ٙٝ -8

 

 ٘فش ثبؿذ. پغ ثب٤ذ  kفشم و٥ٙذ خٕؼ٥ت ٞش ؿٟش 

( )n n n k2 1 3 10 
 ثٙبثشا٤ٗ 

  

                                  

|
| |

|

|
|

|

n n n
n n n n n

n n n

n n
n

n n

2
2

2

3 10 3 3 3
3 10 1 3 10 7 3

3 10 3 10

3 10 21 9
3 10 79

3 10 21 70

 

n3ػذد٢ اَٚ اػت ٚ  33ٚ چٖٛ  10 n3پغ ثب٤ذ  1 10 nٚ دس ٘ت٥دٝ 79 23 . 

 اػت.( كح٥ح ة٢ ) ٌض٤ٙٝ -3

 

Sدا٥٘ٓ  لشاس د٥ٞٓ ٚ عجك فشم ٔؼئّٝ ٣ٔ S2سا ثشاثش  ACDٚ ٔؼبحت ٔثّث  S1سا ثشاثش  ABCاٌش ٔؼبحت ٔثّث  S1 2  اػت. 32

 ٢ABC  ٘لف لبئذٜ ٢ABM ٔثّث  اػت ص٤شا داسا٢ استفبع ٤ىؼبٖ ٞؼتٙذ ٣ِٚ لبئذٜ ABC٘لف ٔؼبحت ٔثّث  ABMٔؼبحت ٔثّث 

اػت پغ ٔؼبحتؾ ثشاثش 
S1

2
اػت پغ ثشاثش  ACD٘لف  ANDاػت ثٝ عٛس ٔـبثٝ ٔؼبحت ٔثّث  

S2

2
 اػت. 

 ABDػٝ ثشاثش ٔؼبحت ٔثّث  BCDاػت ٣ِٚ ٔؼبحت ٔثّث  70شاثش ثشاثش وُ رٚص٘مٝ ٚ ث ABD  ٚBCDٞب٢  ٞب٢ ٔثّث خٕغ ٔؼبحت

اػت. پغ  ٤ABؼ٣ٙ  ٢ABD ٔثّث  ثبؿذ ػٝ ثشاثش لبئذٜ CDوٝ ضّغ  ٢BCD ٔثّث  اػت ص٤شا داسا٢ استفبع ٤ىؼبٖ ٞؼتٙذ ٣ِٚ لبئذٜ

 داس٤ٓ:  BCDاػت. دس ٔثّث  00ثشاثش  BCDٔؼبحت ٔثّث 

CM CN

CB CD

1
2

 

ثب ٘ؼجت تـبثٝ  CMNاص لض٥ٝ تبِغ ٔثّث  پغ ثب اػتفبدٜ
1
2

سثغ ٔؼبحت ٔثّث  CMDٔتـبثٝ اػت پغ ٔؼبحت ٔثّث  CBDثب ٔثّث  

CBD  ؿٛد. ٣ٔ 0اػت وٝ ثشاثش 

ثشاثش ثب  ABM ،AND  ٚCMNٞب٢  خٕغ ٔؼبحت ٔثّث
S S1 2 6 16 6 22

2
ٔب٘ذٜ اص ٔؼبحت وُ  اػت پغ ٔؼبحت ثبل٣ 

32اػت وٝ ثشاثش  AMNٕٞبٖ ٔؼبحت ٔثّث  22  ؿٛد. ٣ٔ 10



 

۱۰     
 

 

 

 ۱۳۹۳سال                            ۳۳اول دوره  ههزحل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 0ؿىُ

 

 ( كح٥ح اػت.ة٢ ) ٌض٤ٙٝ -11
 

xا٢  ٢ حم٥م٣ ٔـتشن دٚ چٙذخّٕٝ س٤ـٝ x0اٌش  nx3 1  ٚx x n3  ٞب ٥٘ض ثبؿذ، ٤ؼ٣ٙ  ٢ تفبضُ آٖ ثبؿذ، ثب٤ذ س٤ـٝ 2

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( n)( )x n nx x n n n x n2
0 0 0 01 1 1 1 1 1 0 

nپغ ٤ب  xٚ ٤ب 1 n0 n. اٌش  1 ٞب ٤ى٣ اػت. ضٕٙبً چٖٛ  ٞب٢ آٖ ٢ س٤ـٝ ػبٖ ٞؼتٙذ ٚ ٕٞٝ ا٢ ٤ه ثبؿذ، ا٤ٗ دٚ چٙذخّٕٝ 1

 ٢ حم٥م٣ ٔـتشن خٛاٞٙذ داؿت. ٢ حم٥م٣ داسد، ا٤ٗ دٚ س٤ـٝ ا٢ دسخٝ ػْٛ حتٕبً س٤ـٝ چٙذخّٕٝ

xأب اٌش n0 1 . 

( ) ( )n n n n n n3 2 3 21 1 0 4 4 2 0 

nثبؿذ وٝ ٢m ثبلا ثب٤ذ صٚج ثبؿذ، ٤ؼ٣ٙ ػذد كح٥ح  كح٥ح اػت، ثب تٛخٝ ثٝ ساثغٝ nچٖٛ  m2ٌض٤ٗ وشدٖ ا٤ٗ ساثغٝ دس ثبلا ثٝ  . ثب خب٢

 آ٤ذ وٝ:  دػت ٣ٔ

m m m m m m3 2 3 28 16 8 2 0 4 8 4 1 0 
 ٢ ٔـتشو٣ ٘ذاس٘ذ. س ا٤ٗ حبِت دٚ ٔؼبدِٝ س٤ـٝوٝ تؼب٢ٚ آخش ثٝ د٥ُِ صٚج ثٛدٖ ػٕت ساػت ٚ فشد ثٛدٖ ػٕت چپ أىبٖ ٘ذاسد. پغ د

 

 ( كح٥ح اػت.٢0 ) ٌض٤ٙٝ -11
 

ٞب٢ دٚ ٞؼتٙذ ٚ ٥٘ض ؿشط لاصْ ٚ وبف٣ ثشا٢ ا٤ٙىٝ ثتٛاٖ ثب ػٝ عَٛ دادٜ ؿذٜ ٔثّث ػبخت ا٤ٗ اػت وٝ  تٛخٝ و٥ٙذ وٝ اػذاد دادٜ ؿذٜ تٛاٖ

 x2  ٚy2  ٚz2دس ٘بٔؼب٢ٚ ٔثّث كذق وٙٙذ ٤ؼ٣ٙ خٕغ دٚ عَٛ وٕتش ث٥ؾ اص ث٥ـتش٤ٗ عَٛ ثبؿذ. اوٖٙٛ فشم و٥ٙذ ػٝ عَٛ ٔٛسد٘ظش 

xثبؿٙذ وٝ  y z  دس ا٤ٗ كٛست اٌشx y  :خٛا٥ٞٓ داؿت 
z y y y y x12 2 2 2 2 2 

xدٞٙذ پغ ثب٤ذ  ثٙبثشا٤ٗ ػٝ عَٛ دادٜ ؿذٜ تـى٥ُ ٔثّث ٣ٕ٘ y اِؼبل٥ٗ ثبؿٙذ ٚ ثٝ ػلاٜٚ  تٛا٘ٙذ ٔتؼب٢ٚ ٞب فمظ ٣ٔ بؿذ ٤ؼ٣ٙ ٔثّثثz 

xؿٛد. ٤ؼ٣ٙ  ثبؿذ وٝ ٞش وذاْ ٔثّث٣ خذ٤ذ ٣ٔ xتب  1تٛا٘ذ ٞش وذاْ اص اػذاد  ٣ٔ داس٤ٓ ٚ x2ٔثّث ثب عَٛ ثضسٌتش٤ٗ ضّغ  1

x0  . پغ دس وُ 10

...1 2 3 11 66 
 ٟ٘ـت ٚخٛد داسد. ٔثّث غ٥ش ٞٓ
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 ( كح٥ح اػت.ٞـ٢ ) ٌض٤ٙٝ -10
 

)د٥ٞٓ وٝ ٘ـبٖ ٣ٔ nثٝ اػتمشا س٢ٚ  ) ( (...( ( ))...))n n nQ x P P P x1 اػت وٝ ضش٤ت خٕلات  ٢n2  ا٢ اص دسخٝ ٤ه چٙذخّٕٝ 1
n

x2 

 ٚ
n

x2  ٞؼتٙذ. n2ٚ  1دس آٖ ثٝ تشت٥ت  1

)دس ٔٛسد  ) ( )P x x x x2 2
1 1 2 دسػت ثبؿذ  ٢n ٘ىبت فٛق دسػت ٞؼتٙذ. حبِت فشم و٥ٙذ وٝ احىبْ ثبلا تب  وٝ ٕٞٝ 1

 ٤ؼ٣ٙ: 

( ) ...
n nn

nQ x x x2 2 12 

 حبَ 

( ) ( ( )) ( ... ) ( )( ) ...
n n n n nn n

n n nQ x P Q x x x n x x x2 2 1 2 2 1 2 2 1
1 1 2 2 2 

n2ٚ ٤ب  ٢n2  ٞب٢ ثب دسخٝ تٛا٘ٙذ ٔٙدش ثٝ خّٕٝ دلت و٥ٙذ وٝ ٔبثم٣ خٕلات ٣ٕ٘ ؿٛ٘ذ. پغ ػذد خٛاػتٝ ؿذٜ دس كٛست ٔؼئّٝ ثشاثش  1
 خٛاٞذ ثٛد. 13932

 

 ( كح٥ح اػت.د٢ ) ٌض٤ٙٝ -17

 

)ٞب٢ ٔشتت  ٢ صٚج ٕٞٝ , )m n وٝ دس ؿشا٤ظ,m n2 10  ٚmn  وٙٙذ ػجبستٙذ اص  كذق ٣ٔ 10

( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )2 3 2 4 2 5 3 2 3 3 4 2 5 2 

 آٚس٤ٓ  ، ا٤ٗ سٚاثظ سا ثٝ دػت f٣ٔوٝ ثٙبثش خبك٥ت تبثغ 

            

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )

f f f f f f f f

f f f f f f

6 2 3 8 2 4 10 2 5 6 3 2

9 3 3 8 4 2 10 5 2

 

)ثب تٛخٝ ثٝ سٚاثظ ثبلا، اٌش ٔمذاس  )f ,ثٝ اصا٢  f(n)سا ٔـخق و٥ٙٓ، ٔمبد٤ش  2 , , , , ,n 3 4 5 6 8 9 ؿٛد. دس ٚالغ اٌش لشاس  ٔـخق ٣ٔ 10

)د٥ٞٓ  )f a2 آٚس٤ٓ.  ، ثٝ دػت ٣ٔ

( ) / , ( ) , ( ) / , ( ) , ( ) , ( ) / , ( )f a f a f a f a f a f a f a3 3 2 4 2 5 5 2 6 3 8 4 9 9 2 10 5 

,٢  ٢ اػذاد ثبلا ثب٤ذ ػضٛ ٔدٕٛػٝ ػذد٢ عج٥ؼ٣ ٚ صٚج اػت ٚ اص آٖ خب وٝ ٕٞٝ a٘ت٥دٝ ٚ دس  ,...,1 2 aثبؿٙذ، ثب٤ذ 100 20. 

)ثشػىغ، اٌش  )f )ثبؿذ ٚ ٔمبد٤ش  01ٞش ػذد عج٥ؼ٣ صٚج ٚ وٛچىتش ٤ب ٔؼب٢ٚ  2 )f n  سا ثشا٢, , , , , ,n 3 4 5 6 8 9 عجك سٚاثظ ثبلا  10

)تؼ٥٥ٗ و٥ٙٓ ٚ ػپغ ٔمذاس  )f 1  ٚ( )f ,٢ سا ٥٘ض ثٝ دِخٛاٜ اص ٔدٕٛػٝ 7 ,...,1 2 ا٘تخبة و٥ٙٓ، تبثغ حبكُ دس ؿشا٤ظ ٔؼأِٝ كذق  100

)وٙذ. پغ ثشا٢  ٣ٔ )f )ا٘تخبة ٚخٛد داسد ٚ ثشا٢  11،  2 )f 1  ٚ( )f ا٘تخبة ٚخٛد داسد. ثٙبثشا٤ٗ تؼذاد تٛاثغ ٔغّٛة ثشاثش  ٥٘111ض ٞش وذاْ  7

 اػت ثب 
510 100 100 10 
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 .( كح٥ح اػت0ة) ٌٝض٤ٙ -10

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

)ٞب٢ ٔشثغ دس ٘مبط  فشم و٥ٙذ ساع , )0 0  ،( , )10  ،( , )0 1  ٚ( , )خٛاٜ  دَ ٝٚالغ ثبؿٙذ. دس ؿىُ سٚثشٚ ثب ؿشٚع اص ٘مغ 11( , )x y  ٔختلبت ٘مبط

xاَٚ ٔٙغجك ؿٛد ثب٤ذ داؿتٝ ثبؿ٥ٓ  ٝآخش ثش ٘مغ ٝوٝ ٘مغ ا٤ٓ. ثشا٢ ا٤ٗ ثٝ دػت آٔذٜ ثؼذ اص ٞش تمبسٖ سا ٔـخق وشدٜ x2ٚ

y y2ً٤ه ٘مغٝ ثب ا٤ٗ خبك٥ت ٚخٛد داسد. . پغ دل٥مب 
 

 ( كح٥ح اػت.ج٢ ) ٌض٤ٙٝ -10
 

وٙٙذ، دٚ د٤ٛاس افم٣ ثب  ٥ٌش٤ٓ. اص آ٘دب٣٤ وٝ د٤ٛاسٞب ٤ىذ٤ٍش سا لغغ ٣ٕ٘ سا ثبثت دس ٘ظش ٣ٔ ٢11 ػبختٕبٖ، اثتذا د٤ٛاس ثب عَٛ  دس ٘مـٝ

، ٞش دٚ دس ثبلا٢ د٤ٛاس ثب 0ٚ  0ٞب٢  ٞؼتٙذ. فشم و٥ٙذ د٤ٛاسٞب٢ افم٣ ثب عَٛ 11، ٞش دٚ ٤ب دس ثبلا ٚ ٤ب دس پب٥٤ٗ د٤ٛاس ثب عَٛ 0ٚ  0ٞب٢  عَٛ

 ٞب٢ ضشة خٛا٥ٞٓ وشد. ثٝ ٥ٕٞٗ تشت٥ت د٤ٛاسٞب٢ ػٕٛد٢ ثٝ عَٛ 0ثبؿٙذ. پغ ثٝ خبعش تمبسٖ ٔٛخٛد، دس ٟ٘ب٤ت تؼذاد حبلات سا دس  11عَٛ 

و٥ٙٓ ا٤ٗ دٚ د٤ٛاس ػٕت ساػت د٤ٛاس ػٕٛد٢ ثٝ  لشاس داس٘ذ. ثبص ٞٓ فشم ٣ٔ 0، ٞش دٚ ٤ب دس چپ ٚ ٤ب دس ساػت د٤ٛاس ػٕٛد٢ ثٝ عَٛ 0ٚ  0

، ٚ 0ٚ  0ٞب٢  ثب ا٤ٗ ٔفشٚضبت ثشا٢ چ٥ذٖ دٚ د٤ٛاس افم٣ ثٝ عَٛ ضشة خٛا٥ٞٓ وشد. 0لشاس داؿتٝ ثبؿٙذ ٚ خٛاة ا٤ٗ حبِت سا ٥٘ض دس  0عَٛ 

ٚ ا٤ٗ وٝ د٤ٛاس ػٕٛد٢ ثب عَٛ  0ثبلاتش ثبؿذ ٤ب د٤ٛاس افم٣ ثب عَٛ  0، ثب تٛخٝ ثٝ ا٤ٗ وٝ د٤ٛاس افم٣ ثب عَٛ 0ٚ  0ٞب٢  دٚ د٤ٛاس ػٕٛد٢ ثٝ عَٛ

 ا٘ذ.  ٛا٥ٞٓ داؿت وٝ دس ؿىُ ص٤ش ٔـخق، چٟبس حبِت ٔختّف ٔؼتجش خ0تش ثبؿذ ٤ب د٤ٛاس ػٕٛد٢ ثب عَٛ  ساػت 0
4

2 6

4

10

6 6

6

2 4

4

10

4

4

6

10 2

6

6

6

10

4

4

2

 
 حبِت خٛا٥ٞٓ داؿت. 0 × 0 × 0=  10پغ دس وُ 

(x-1,y-1)  (1-x,y-1) 

(2-y,2-x)          

 (2-x,2-y) 

(x,y)   

 

 

 

 

 

(x,1-y) 

 

 

 

 

(x,y-1) 
٣

ضّغ ؿشل
 

٣
غشث

غ 
ضّ

 

 ضّغ خٙٛث٣

 ضّغ ؿٕب٣ِ
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 ( كح٥ح اػت.ة٢ ) ٌض٤ٙٝ -10
 

302ٚ حذاوثش  292سل٣ٕ اػت، پغ حذالُ  71اص آ٘دب٣٤ وٝ ا٤ٗ ػذد دس ٔجٙب٢ دٚ،   اػت. 1

 داس٤ٓ 

( ) ( ) ( )29 24 5 8 3 5 3 3 15 3 182 2 2 2 2 256 32 243 27 3 3 3 

 سل٣ٕ اػت. 13حذالُ  7حذالُ دس ٔجٙب٢  292پغ 

 اص عشف د٤ٍش 

     

     

     

     

( / )( / )
/

( / ) ( / )
/

30 11 11 8

7 7 5

2 2 2 2 2048 2048 256

256
2048 1 1 2048 1 1

1 1
256

2048 1 05 2048 1 05
1 1

2160 2160 240 2187 2187 243

3 3 3 3

 

302پغ  193اص  1  سل٣ٕ اػت. 13وٕتش ثٛدٜ ٚ دس ٘ت٥دٝ ا٤ٗ ػذد حذاوثش  1

]٢  سل٣ٕ اػت، دس ثبصٜ 71پغ ٞش ػذد وٝ دس ٔجٙب٢ دٚ،  , ]29 302 2  سلٓ داسد. 13لشاس داؿتٝ ٚ ثب تٛخٝ ثٝ آ٘چٝ ٌفتٝ ؿذ،  1

 

 ( كح٥ح اػت.د٢ ) ٌض٤ٙٝ -13

 

)دا٥٘ٓ وٝ  ٣ٔ x  ٚyثشا٢ ٞش دٚ ػذد حم٥م٣  )x y 2 )ٚ ا٤ٗ ٤ؼ٣ٙ 0 )x y xy2 ٢  دس ساثغٝ x  ٚy. حبَ اٌش  4

( )( )x y1 1  كذق وٙٙذ داس٤ٓ:  2

( ) ( )xy x y xy xy xy xy xy
xy

2 2 1
1 1 4 1 6 6 

)ثبؿذ وٝ ؿشط  x=yاص عشف د٤ٍش ثشا٢ ا٤ٗ وٝ دس ا٤ٗ ٘بثشاثش تؼب٢ٚ اتفبق ث٥فتذ ثب٤ذ  )( )x y1 1 دٞذ وٝ  ٘ت٥دٝ 2٣ٔ

x y 2  دس ا٤ٗ حبِت:  1

( )
( )

xy
xy

2
2

1 1
2 1 3 2 2 3 2 6

2 1 
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 دا٥٘ٓ  ٔغبثك فشم ٔؼئّٝ ٣ٔ

EAB DAC EAD CAB DAC2 
 و٥ٙٓ وٝ  عٛس٢ ا٘تخبة ٣ٔ DCسا ٔغبثك ؿىُ س٢ٚ ضّغ  ٢X  ٘مغٝ

XAC EAD

DAX CAB
 

 ٔتـبثٝ ٞؼتٙذ ص٤شا  XAC  ٚEADدٚ ٔثّث 
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,ACX ADE EAD XAC 
 پغ خٛا٥ٞٓ داؿت: 

EA AD

AX AC
 

 ٔتـبثٝ ٞؼتٙذ ص٤شا  XAD  ٚBACٕٞچ٥ٙٗ دٚ ٔثّث 

,ADX ACB DAX CAB 
 پغ خٛا٥ٞٓ داؿت: 

( )
AX AD

AB AC
2 

 ٢ دْٚ ضشة و٥ٙٓ خٛا٥ٞٓ داؿت:  ٢ اَٚ سا دس ساثغٝ دس ٟ٘ب٤ت اٌش ساثغٝ
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(sin( ) cos( )) (sin( ) cos( )) (sin( ) cos( ))

sin ( ) cos ( ) sin ( )cos ( )

(sin( )cos( ) sin( )cos( ))

y x x y y x

x x y y

x y y x

2 2 2

2 2 2 2

1

2

                 
                                   

sin( )x y2 2

4

 

| پغ sin( ) cos( ) |y x )sin. ٤ؼ٣ٙ حذاوثش ٔمذاس ٕٔىٗ ثشا٢  3 ) cos( )y x  ٗ٥ٕٞ3 اػت. اص ػ٢ٛ د٤ٍش ثشا٢ تؼب٢ٚ

xاٌش 
6

  ٚy
3

 ثبؿذ، داس٤ٓ  

      sin( ) cos( ) , sin( ) cos( )x y y x
1 1 3 3

1 3
2 2 2 2 
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( كح٥ح اػت.د٢ ) ٌض٤ٙٝ -01
 

 

ا٢  ٢ د٤ٍش لشاس ٥ٌشد ٚ چٖٛ ٞش كفحٝ سً٘ داس٤ٓ ٚ ثشا٢ ا٤دبد ٞش سً٘ خذ٤ذ ثب٤ذ ٤ه سً٘ اص ٤ه كفحٝ ثش س٢ٚ س٣ٍ٘ اص كفحٝ 0دس اثتذا 

سً٘ ثٝ ٚخٛد آٚسد.  10تٛاٖ ث٥ؾ اص  ؿٛد. پغ ٣ٕ٘ سً٘ خذ٤ذ ا٤دبد ٣ٔ 3عش٤ك ٕٔىٗ اػت. ثٙبثشا٤ٗ حذاوثش  7 × 7ػٝ سً٘ داسد ا٤ٗ وبس ثٝ 

 و٥ٙذ: سً٘ ثٝ ٚخٛد آٔذٜ سا ٔـبٞذٜ ٣ٔ 10ثٝ ػلاٜٚ دس ؿىُ ص٤ش ٔثب٣ِ وٝ دس آٖ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ٞب٢  سً٘ ٥٘ض غ٥ش ٕٔىٗ اػت. تٛخٝ و٥ٙذ وٝ اٌش ٔشاوض دٚ كفحٝ س٢ٚ ٞٓ لشاس ٥ٌشد سً٘ 10و٥ٙٓ چشا ثٝ ٚخٛد آٚسدٖ  ادأٝ ثبثت ٣ٔدس 

و٥ٙٓ دٚ دا٤شٜ دس دٚ ٘مغٝ  سً٘ خٛا٥ٞٓ داؿت. ثٙبثشا٤ٗ دس ادأٝ فشم ٣ٔ 0د٤ٍش سا لغغ ٘ىٙٙذ  سٚ٘ذ ٚ اٌش دٚ دا٤شٜ ٞٓ اثتذا٣٤ اص ث٥ٗ ٣ٔ

دا٥٘ٓ عَٛ وٕبٖ  ٢ د٤ٍش اػت ٚ ٤ى٣ ث٥شٖٚ آٖ ٚ ٣ٔ ؿٛد وٝ ٤ى٣ دسٖٚ دا٤شٜ پغ س٢ٚ ٞش وذاْ اص دٚ دا٤شٜ دٚ وٕبٖ تـى٥ُ ٣ٔ ا٘ذ ٔتمبعغ

 ث٥ش٣٘ٚ ث٥ـتش اص وٕبٖ دس٣٘ٚ اػت.

 
 

٢ وٕبٖ دس٣٘ٚ وٝ  دٞٙذ ٚ ا٘ذاصٜ ٢ تمبعغ تـى٥ُ ٤ه ِٛص٢ ٣ٔ ٘مغٝ كفحٝ ٚ دٚ و٥ٙذ ٔشاوض دٚ عٛس وٝ دس ؿىُ ثبلا ٔـبٞذٜ ٣ٔ دس ٚالغ ٕٞبٖ

 كفحٝ خٛاٞذ ثٛد. دس ؿىُ فٛق اػت وٕتش اص ٥٘ٓ ٢a  ثشاثش ثب صا٤ٚٝ

1 0 
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0 

0 

0 
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ٞب٢ ث٥ش٣٘ٚ ث٥ؾ اص  دسخٝ تمؼ٥ٓ ؿذٜ وٝ ٞش وٕبٖ ثٝ ٤ه سً٘ اػت ثٙبثشا٤ٗ چٖٛ وٕبٖ 101حبَ تٛخٝ و٥ٙذ وٝ ٞش دا٤شٜ ثٝ ػٝ وٕبٖ 

 و٥ٙذ: تٛا٘ٙذ ٤ه سً٘ ثبؿٙذ پغ دٚ ٤ب ػٝ سً٘ داس٘ذ. وٝ دس ؿىُ ص٤ش ٔـبٞذٜ ٣ٔ ا٘ذ ٣ٕ٘ كفحٝ ٥٘ٓ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 7ؿىُ 

٢ د٤ٍش لشاس  ٞب٢ آٖ ثٝ عٛس وبُٔ دسٖٚ دا٤شٜ ٞب دٚ سً٘ داؿتٝ ثبؿذ ثٝ ا٤ٗ ٔؼ٣ٙ اػت وٝ ٤ى٣ اص لؼٕت ٚلت٣ وٕبٖ ث٥ش٣٘ٚ ٤ى٣ اص دا٤شٜ

سً٘ ثٝ ٚخٛد  10تٛا٘ذ  آ٤ذ پغ دس ا٤ٗ حبِت ٣ٕ٘ ٢ آٖ ثٝ ٚخٛد ٣ٕ٘ دس٘ت٥دٝ سً٘ ا٥ِٚٝ -ثٝ سً٘ آث٣ اػت 0دس ؿىُ ٔب٘ٙذ لؼٕت٣ وٝ  -داسد

 آ٤ذ.

 
 0ؿىُ 

ٞب٢ ث٥ش٣٘ٚ ػٝ سً٘ داس٘ذ ٚ  ٔب٘ذ وٝ وٕبٖ ث٥ش٣٘ٚ ٞش دٚ دا٤شٜ ػٝ سً٘ داؿتٝ ثبؿٙذ. دس ا٤ٗ حبِت چٖٛ وٕبٖ ثٙبثشا٤ٗ تٟٙب ثشسػ٣ حبِت٣ ٣ٔ

دسخٝ اػت ٤ه لؼٕت س٣ٍ٘ اص ٞش دٚ دا٤شٜ خٛاٞذ ثٛد وٝ ٔشص ث٥ش٣٘ٚ آٖ ثٝ عٛس وبُٔ دس وٕبٖ ث٥ش٣٘ٚ آٖ دا٤شٜ  101س٣ٍ٘  عَٛ ٞش وٕبٖ

 و٥ٙٓ: ٌزاس٢ ٣ٔ ٞب٢ ؿىُ سا ثٝ تشت٥ت ص٤ش ٘بْ لشاس ٥ٌشد. اوٖٙٛ ٘بح٥ٝ
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0 
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 0ؿىُ 

لشاس داس٘ذ ٚ دس ٘ت٥دٝ  ٢B  ٚ ٤ه لؼٕت س٣ٍ٘ د٤ٍش ثٝ تٕب٣ٔ دس ٘بح٥ٝ ٢A  ٞب٢ ثبلا ٤ه لؼٕت س٣ٍ٘ ثٝ تٕب٣ٔ دس ٘بح٥ٝ حبَ ثٙب ثش ٌفتٝ

 سً٘ لبثُ ت٥ِٛذ اػت. 10ؿٛد حذاوثش  آ٤ذ. ثٙبثشا٤ٗ ثبثت ٣ٔ سً٘ حبكُ اص س٢ٚ ٞٓ لشاس ٌشفتٗ آٖ دٚ ثٝ ٚخٛد ٣ٕ٘

 

 ( كح٥ح اػت.د٢ ) ٌض٤ٙٝ -01

 

,٢ ٔٛسد٘ظش سا  ٔدٕٛػٝ , , ,A a a a a a1 2 3 4  ٔؼبدَ ثب ؿشا٤ظ ص٤ش اػت: Aٞب٢  ٥ٌش٤ٓ. ٔٙظٓ ثٛدٖ ص٤شٔدٕٛػٝ دس ٘ظش ٣ٔ 5

|ٔتٕب٤ض، i, j)آ( ثشا٢ ٞش  i ja a2. 

|ٔتٕب٤ض، i, j, k)ة( ثشا٢ ٞش  i j ka a a3. 

|ٔتٕب٤ض، i, j, k, l)ج( ثشا٢ ٞش  i j k la a a a4. 

a|)د(  a a a a1 2 3 4 55 

ٕٟٞٙـت  ٢7  ثٝ پ٥ٕب٢iaٝ٘  وٝ ٕٞٝ ٞب داسا٢ صٚخ٥ت ٤ىؼبٖ ثبؿٙذ. ؿشط )ة( ٔؼبدَ اػت ثب ا٢iaٗ٤  وٝ ٕٞٝ ؿشط )آ( ٔؼبدَ اػت ثب ا٤ٗ

,ثبؿٙذ، ص٤شا اٌش  , ,i j k k  ،)ٔتٕب٤ض ثبؿٙذ، ثٙبثش ؿشط )ة 

|

|
i j k

k
i j k

a a a
a ak

a a a

33

3
 

دٞذ. اص عشف د٤ٍش،  ٕٟٞٙـت ثبؿٙذ. ثٙبثشا٤ٗ ؿشط )ج(، ؿشط )آ( سا ٘ت٥دٝ ٣ٔ ٢0  ثٝ پ٥ٕب٘ٝ ٢ia  وٝ ٕٞٝ ٔـبثٟبً ؿشط )ج( ٔؼبدَ اػت ثب ا٤ٗ

 ٕٟٞٙـت ثبؿٙذ. ٢10  ثٝ پ٥ٕب٢iaٝ٘  تٙذ وٝ ٕٞٝٞب٢ )ة( ٚ )ج( دس وٙبس ٞٓ، ٔؼبدَ ثب ا٤ٗ ٞؼ ؿشط

 0ٕٟٞٙـت ثبؿٙذ ٚ خٕغ اػضب٢ آٖ ثش  ٢10  ٢ اػضب٢ آٖ ثٝ پ٥ٕب٘ٝ فٛق ٔٙظٓ اػت، اٌش ٚ تٟٙب اٌش ٕٞٝ ٢A پٙح ػض٢ٛ  پغ ٔدٕٛػٝ

 پز٤ش ثبؿذ. ثخؾ
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bتٛاٖ ثٝ كٛست  سا ٣ٔ aاوٖٙٛ تٛخٝ و٥ٙذ وٝ ٞش ػذد عج٥ؼ٣  t12  ٕٝ٘ب٤ؾ داد وb ٚ ػذد٢ كح٥ح ٚ ٘بٔٙف٣ اػتt1 . پغ  12

ia  ُٞب سا ثٝ ؿىi i ia b t12 خب وٝ  د٥ٞٓ. اص آٖ ٕ٘ب٤ؾ ٣ٔiaٕٟٝ٘ٞٙـت ثبؿٙذ، پغ ٢10  ٞب ثب٤ذ ثٝ پ٥ٕب it ٞب ثب ٞٓ ثشاثش٘ذ. پغ

iتٛاٖ ٘ٛؿت ٣ٔ ia b t12. 

 اوٖٙٛ داس٤ٓ 

... ( ... )a a b b t1 5 1 512 5 

iaخب وٝ  پز٤ش ثبؿذ. أب اص آٖ ثخؾ 0ٞب ثش ibپز٤ش ثبؿذ، ٔؼبدَ ثب ا٤ٗ اػت وٝ ٔدٕٛع  ثخؾ 0ٞب ثش iaوٝ ٔدٕٛع  ثٙبثشا٤ٗ ؿشط ا٤ٗ 67 

,پغ , , , ,ib 0 1 2 3 4 ٢  تٛاٖ د٤ذ وٝ تٟٙب دٚ ص٤شٔدٕٛػٝ ٞب ٥٘ض ثب٤ذ ٔتٕب٤ض ثبؿٙذ. ثٝ ساحت٣ ib٣ٔٞب ٔتٕب٤ض٘ذ، پغ ia. ٕٞچ٥ٙٗ چٖٛ 5

, پٙح ػض٢ٛ اص , , , ,0 1 2 3 4  ا٘ذ اص: پز٤ش اػت. وٝ ػجبست ٞب ثش پٙح ثخؾ ٚخٛد داسد وٝ ٔدٕٛع اػضب٢ آ5ٖ

 , , , , , , , , ,0 1 2 3 4 1 2 3 4 5 

,ٞب ػجبستٙذ اص iaدس حبِت اَٚ،   , , ,t t t t t12 24 36 تٛا٘ذ ثبؿذ. پغ دس ا٤ٗ حبِت  ٣ٔ 10، ...، 0، 1ٞش ٤ه اص اػذاد  tوٝ 48

 ٢ فٛق ٔٙظٓ پ٥ذا وشد٤ٓ. ص٤شٔدٕٛػٝ 10

,دس حبِت دْٚ، ٞب ػجبستٙذ اص  , , ,t t t t t12 24 36 48 t60وٝ  ، وٝ دس ا٤ٗ حبِت ثشا٢ ا٤ٗ 60 لاصْ اػت وٝ 67

t  ٚخٛد داسد. 3، ...، 0، 1ٞفت حبِت  tبِت ثشا٢ . پغ دس ا٤ٗ ح7

 حبِت ٚخٛد داسد. 13ثٙبثشا٤ٗ دس ٔدٕٛع 

 

 

 ( كح٥ح اػت.د) ٌٝض٤ٙ -00

 

 

 

 

 

 

 

 

6ثب ا٤ٗ ٘مبط 
6تٛاٖ ػبخت ٚ دس ٞش ٔثّث حذاوثش ٤ه صا١٤ٚ ٔٙفشخٝ خٛا٥ٞٓ داؿت. پغ دس وُ حذاوثش  ٔثّث ٣ٔ 3

3 صا٤ٚٝ دس ثبص٠ 20

( , )90  خٛا٥ٞٓ داؿت. ؿىُ ثبلا ٔثب٣ِ اص ا٤ٗ تؼذاد صا٤ٚٝ اػت. 180

(1,2)    (3,2) 

(-3,-2)    (-1,-2) 

(-0.5,0) 

(0.5,0) 
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 ( كح٥ح اػت.ٞـ٢ ) ٌض٤ٙٝ  -07

 

 ٘ؼجت ثٝ دا٤شٜ ثشاثش ثب  ٢N  ثش دا٤شٜ ٕٔبع ٞؼتٙذ پغ لٛت ٘مغٝ NP  ٚMAخغٛط 

.NP NC NB2 

 ٘ؼجت ثٝ دا٤شٜ ثشاثش ثب  ٢M  اػت ٚ لٛت ٘مغٝ

.MA MBMC2 

NPدا٥٘ٓ  عجك فشم ٔؼئّٝ ٣ٔ MA2  پغ خٛا٥ٞٓ داؿت: 2

                         

                         

. ( )

. ( )

( ) ( ) ( ).( )

MA MBMC MB MB MB

NP NC NB NC NC NC

MB NC MB NC MB NC MB NC

2 2 2

2 2 2

2 2

4 2 4

4 2 4

2 2 4 0

 

 خٛا٥ٞٓ داؿت:  ٢ABT ػ٥ٙٛػٟب دس ٔثّث  عجك لض٥ٝ

sin( ) sin( )

MA MT

ATM MAT
 

 خٛا٥ٞٓ داؿت:  ٢NPT ػ٥ٙٛػٟب دس ٔثّث  عجك لض٥ٝ

sin( ) sin( )

PN NT

PTN TPN
 

ٔىُٕ  ٢TPN  ٚMAT  اػت پغ دٚ صا٤ٚٝ ABPثشاثش ٘لف وٕبٖ  ٢MAP ظ٣ّ  ٚ صا٤ٚٝ ACPثشاثش ٘لف وٕبٖ  ٢NPA ظ٣ّ  صا٤ٚٝ

)sinٚ ٤ىذ٤ٍش  ) sin( )TPN MAT  :اػت. پغ خٛا٥ٞٓ داؿت 

       

.sin( ) .sin( )

sin( ) sin( )

MA MAT PN TPN

ATM PTN

MT NT BT CT

 

 و٥ٙٓ. ٤ؼ٣ٙ ٥ٔب٘ٝ ٔثّث سا ٔحبػجٝ ٣ٔ ATاثتذا عَٛ  PTثشا٢ ثذػت آٚسدٖ عَٛ 

 ؿٛد.  ٢ ص٤ش وٝ دس ا٘تٟب اثجبت خٛا٥ٞٓ وشد ٔحبػجٝ ٣ٔ ٢ ٔثّث ثب اػتفبدٜ اص ساثغٝ عَٛ ٥ٔب٘ٝ

b c a
AT AT

2 2 2
2 10

2 2 4 2
 

 ٘ؼجت ثٝ دا٤شٜ ثشاثش اػت ثب:  ٢T  لٛت ٘مغٝ
.

. .
BTTC

BTTC ATTP TP
AT

4 10
5
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 لشاس داسد. ACٚػظ  ٢BC  ٚN ٚاسد ثش ضّغ  ٥ٔب٘ٝ AMو٥ٙذ  ثذػت آٚسدٖ عَٛ ٥ٔب٘ٝ ٤ه ٔثّث: ٕٞب٘غٛس وٝ دس ؿىُ ص٤ش ٔـبٞذٜ ٣ٔ

 خٛا٥ٞٓ داؿت:  ٢MNC وؼ٥ٙٛػٟب دس ٔثّث  ثب اػتفبدٜ اص لض٥ٝ

. . .cos( ) ( )MN NC MNC MC MN NC2 2 22 1 

 خٛا٥ٞٓ داؿت:  ٢ANM وؼ٥ٙٛػٟب دس ٔثّث  ٚ ثب اػتفبدٜ اص لض٥ٝ

. . .cos( )

. . .cos( ) ( )

MN NC MNC AM MN AN

MN NC MNC AM MN AN

2 2 2

2 2 2

2 180

2 2
 

 داس٤ٓ:  0ٚ  ٢1  ثب اػتفبدٜ اص ساثغٝ

             

MC MN NC AM MN AN

AM AN MN MC

2 2 2 2 2 2

2 2 2 22 2
 

 ٚ ٔٛاص٢ آٖ اػت. پغ  ABثشاثش ٘لف  ٢MN تبِغ  اص عشف٣ عجك لض٥ٝ

( ) ( ) ( )
AC AB BC

AM 2 2 2 22 2
2 2 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A 

P 

M                        B    T       C     N 

A 

C 

N 

M 

B 
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 ( كح٥ح اػت.ج٢ ) ٌض٤ٙٝ -00

 

 خٛة اػت اٌش ٚ تٟٙب اٌش ا٤ٗ ػذد ٔشثغ وبُٔ ثبؿذ. Mو٥ٙٓ ػذد عج٥ؼ٣  ادػب ٣ٔ

)خٛة ثبؿذ. دس ا٤ٙلٛست اػذاد  Mاثجبت: اثتذا فشم و٥ٙذ ػذد عج٥ؼ٣  ) , ,..., nn a a a1 ٚخٛد داس٘ذ وٝ ثشا٢ ٞش  23

 ،i ia a i n1 1 ...ٚخٛد داؿتٝ ثبؿذ. پغ چٖٛ  p، ػبُٔ اَٚ Mثخـپز٤ش ثبؿذ. حبَ فشم و٥ٙذ دس  iaثش  1 nM aa a1 2 ،ja 

j ثخـپز٤ش ثبؿذ. اص عشف٣ چٖٛ pٚخٛد داسد وٝ ثش  ja a1 jaثخـپز٤ش اػت، پغ حذالُ ٤ى٣ اص اػذاد  jaثش  1 ٤jaب 1 ثخـپز٤ش  pثش  1

...ٞؼتٙذ. پغ  nM aa a1 ثخـپز٤ش ثبؿذ. پغ ثشا٢ ٞش  p3تٛا٘ذ ثش  ٣ٕ٘ Mثخـپز٤ش اػت. ثب تٛخٝ ثٝ فشم ػٛاَ،  p2حذالُ ثش  2

 اػت. 0، دل٥مبً ثشاثش ٢M ػٛأُ اَٚ  پز٤ش اػت. پغ تٛاٖ ٕٞٝ ثخؾ p2دل٥مبً ثش M ،Mدس  pػبُٔ اَٚ 

Mٚخٛد داسد وٝ rثبؿذ. پغ ػذد عج٥ؼ٣  0ثشاثش  Mشم و٥ٙذ تٛاٖ ٞش ػبُٔ اَٚ اص عشف د٤ٍش ف r2 حبَ د٘جبِٝ ٔؼشف٣ ؿذٜ دس ص٤ش .

 ػذد خٛث٣ خٛاٞذ ثٛد.  Mخٛاف ٔٛسد٘ظش كٛست ػٛاَ سا داؿتٝ ٚ دس ٘ت٥دٝ 

              , ,n a a a r1 2 33 1 2 

ٞب دل٥مبً  سا ث٥بث٥ٓ وٝ ٔشثغ وبُٔ ٞؼتٙذ ٚ تٛاٖ ٞش ػبُٔ اَٚ آٖ 0110ٌشد٤ٓ. ثب تٛخٝ ثٝ ادػب، ثب٤ذ تؼذاد اػذاد وٛچىتش اص  ثٝ حُ ٔؼأِٝ ثبص ٣ٔ

k1ذ وٝ ٞب٣٤ ٞؼتk2ٙپغ اػذاد خٛة ٔٛسد٘ظش دل٥مبً  00 × 00=  0100ٚ  00 × 00=  1370وٝ  اػت. ثب تٛخٝ ثٝ ا٤ٗ 0 44  ٚk  اص

 ا٘ذ اص  ؿٛد ا٤ٗ اػذاد ػجبست ٥ٞچ ػبُٔ ا٣ِٚ ث٥ؾ اص ٤ى٣ ٘ذاسد، وٝ ثب ٤ه ثشسػ٣ ػبدٜ ٔـخق ٣ٔ

                                       

, , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 5 6 7 10 11 13 14 15 17 19 21 22 23 26 29 30

31 33 34 35 37 38 39 41 42 43
 

 تبػت. 03ٞب  وٝ تؼذاد آٖ

 

 ( كح٥ح اػت.د٢ ) ٌض٤ٙٝ  -00

 

] و   ،،ٞب٢  اٌش ثٝ ٔؼ٥ش حشوت ا٤ٗ ٔتحشن و٣ٕ فىش و٥ٙٓ، خٛا٥ٞٓ ف٥ٕٟذ وٝ دس ٞش وذاْ اص ثبصٜ , ] ... [ , ] [ , ]7 8 1 2 ٢ حشوت  وٝ ػٝ ٔؤِفٝ 10

وشدٜ اػت. پغ وبف٣ اػت وٝ عَٛ ٞش وذاْ اص ا٤ٗ  ٞب٣٤ حشوت ٣ٔ خظ آٖ ثٝ كٛست خظ دس آٔذٜ اػت، خٛد ٔتحشن ٞٓ دس فضب س٢ٚ پبسٜ

 ٤بفتٝ ٚ ثب ٞٓ خٕغ و٥ٙٓ.ٞب سا  خظ پبسٜ

ٞب  خظ ثب ٞٓ ثشاثش اػت، پغ وبف٣ اػت عَٛ ٤ى٣ اص آٖ پبسٜ 8ٞب عَٛ ا٤ٗ  اص عشف د٤ٍش ثب تٛخٝ ثٝ ؿجبٞت حشوت ٔتحشن دس ٞش وذاْ اص ثبصٜ

 ضشة و٥ٙٓ. ٢8 اَٚ سا ٤بفتٝ ٚ دس  خظ ٔشثٛط ثٝ ثبصٜ ٔثلاً پبسٜ

٢t  ٔتحشن دس ِحظٝ )٢  مغٝدس 0٘ , , )10 ٢t  ٚ دس ِحظٝ 0 )٢  دس ٘مغ1ٝ , , )
3

0 1
3

]٢  لشاس داسد. ثٙبثشا٤ٗ عَٛ ع٣ ؿذٜ دس ثبصٜ  , ]0 1 

 ثشاثش اػت ثب: 

( ) ( ) ( )2 2 23 7
1 0 0 1 0

3 3
 

tپغ وُ ٔؼبفت ع٣ ؿذٜ اص  ثشاثش 8تب  0
7

8
3

 خٛاٞذ ثٛد.
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 ( كح٥ح اػت.ة٢ ) ٌض٤ٙٝ  -00

 

ثٝ چؼجب٥٘ٓ  ٌبْ پـ٥ضٞب سا ثٝ ٞٓ ٣ٔ 11ثٝ دػت آٚسد. ثشا٢ ا٤ٗ وبس دس  1100تٛاٖ پـ٥ض ثب ا٘ذاصٜ  ٣ٔ 11د٥ٞٓ ثب كشف ا٘شط٢  اثتذا ٘ـبٖ ٣ٔ

 عٛس٢ وٝ دس ٞش ٌبْ تٟٙب ٤ه ٚاحذ ا٘شط٢ ٔلشف ٌشدد.

 داؿتٝ ثبؿ٥ٓ. )ثذٖٚ كشف ا٘شط٢( 1پـ٥ض ثٝ عَٛ  1107، ٚ 0چؼجب٥٘ٓ تب ٤ه پـ٥ض ثٝ عَٛ  ، دٚ پـ٥ض ٘خؼت سا ثٝ ٞٓ 1٣ٔدس ٌبْ 

خٛا٥ٞٓ داؿت. )٤ه  0پـ٥ض ثٝ عَٛ  011 ٚ 7چؼجب٥٘ٓ. ثب ا٤ٗ وبس ٤ه پـ٥ض ثٝ عَٛ  پـ٥ض ثبل٥ٕب٘ذٜ سا دٚثذٚ ثٝ ٤ىذ٤ٍش ٣ٔ 1100، 1دس ٌبْ 

 ٚاحذ كشف ا٘شط٢(

خٛا٥ٞٓ داؿت. )٤ه  0پـ٥ض ثٝ عَٛ  000ٚ  0چؼجب٥٘ٓ. ثب ا٤ٗ وبس ٤ه پـ٥ض ثٝ عَٛ  پـ٥ض ثبل٥ٕب٘ذٜ سا دٚثذٚ ثٝ ٤ىذ٤ٍش ٣ٔ 010، 0دس ٌبْ 

 ٚاحذ كشف ا٘شط٢(

jثٝ ٥ٕٞٗ كٛست دس ٌبْ  j j,( )112 1 j2چؼجب٥٘ٓ. ثب ا٤ٗ وبس ٤ه پـ٥ض ثٝ عَٛ  ا دٚثذٚ ثٝ ٤ىذ٤ٍش ٣ٔپـ٥ض ثبل٥ٕب٘ذٜ س 9 1  ٚ
j102  خٛا٥ٞٓ داؿت. )٤ه ٚاحذ كشف ا٘شط٢( j2پـ٥ض ثٝ عَٛ  1

 1100چؼجب٥٘ٓ. ثب ا٤ٗ وبس ٤ه پـ٥ض ثٝ عَٛ  ثٝ ٤ىذ٤ٍش ٣ٔ ( سا010ٚ د٤ٍش٢ ثٝ عَٛ  017پـ٥ض ثبل٥ٕب٘ذٜ )٤ى٣ ثٝ عَٛ  0)آخش(،  11دس ٌبْ 

 خٛا٥ٞٓ داؿت. )٤ه ٚاحذ كشف ا٘شط٢(

 ٚاحذ ا٘شط٢ لاصْ اػت. 11، كشف حذالُ 1100د٥ٞٓ ا٤ٗ ساٜ ث٥ٟٙٝ اػت؛ ٤ؼ٣ٙ ثشا٢ دػت٥بث٣ ثٝ پـ٥ض ثب عَٛ  حبَ ٘ـبٖ ٣ٔ

iوٝ  nثشا٢ ٞش ػذد عج٥ؼ٣  ادعاۺ in 12  لاصْ اػت. nٚاحذ ا٘شط٢ ثشا٢ ثٝ دػت آٚسدٖ ٤ه پـ٥ض ثٝ عَٛ  i ، كشف2

 و٥ٙٓ. اثجبت ٣ٔ nحىٓ سا ثٝ اػتمشا٢ ل٢ٛ س٢ٚ  اثباتۺ

nحىٓ ثشا٢  پایهۺ n, , ,3 5 6  ثٝ ػبد٣ٌ لبثُ ثشسػ٣ ٚ كح٥ح اػت. 7

iفشم و٥ٙذ  گامۺ in 12 ، ثب٤ذ دٚ پـ٥ض ثٝ ٤ىذ٤ٍش چؼج٥ذٜ ثبؿٙذ. پغ فشم n، دس ا٤ٙلٛست ثشا٢ ثٝ دػت آٚسدٖ پـ٥ض ثٝ عَٛ 2

xداؿتٝ ثبؿٙذ. پغ  x, yٞب٢  و٥ٙذ ا٤ٗ دٚ پـ٥ض عَٛ y n و٥ٙٓ ثذٖٚ وبػتٝ ؿذٖ اص و٥ّت ٔؼأِٝ فشم ٣ٔ x y دس ا٤ٙلٛست .

 داس٤ٓ:دٚ حبِت 

xحبِت  y: iدس ا٤ٗ حبِت ثب تٛخٝ ثٝ ا٤ٗ وٝ  1, in 12 i، پغ 2 ix y12 ، پغ دس ا٤ٗ حبِت ثب تٛخٝ ثٝ فشم 2

)iاػتمشا، كشف  )2 iا٘شط٢ لاصْ اػت. ثب تٛخٝ ثٝ ا٤ٗ وٝ  1  وٕتش ٘خٛاٞذ ثٛد. i، ا٤ٗ ٔمذاس اص 3

x، 0حبِت  y ٚ ix  : دس حبِت خٛا٥ٞٓ داؿت:2
i in x y x n 22 2 2 2 

iپغ  ix1 12 ٥٘iبص ثٝ حذالُ  xپغ ثب تٛخٝ ثٝ فشم اػتمشا، ثشا٢ ت٥ِٛذ پـ٥ض ثٝ عَٛ  2 ٚاحذ ا٘شط٢ داس٤ٓ. اص عشف٣ چٖٛ  1

x y َٛپغ ثشا٢ ت٥ِٛذ پـ٥ض ثٝ ع ،n x y َٛٞب٢  ثب ثٝ ٞٓ چؼجب٘ذٖ دٚ پـ٥ض ثٝ عx, y .ٓ٥٘بص ثٝ حذالُ ٤ه ٚاحذ ا٘شط٢ داس٤ ،

 ٚاحذ ا٘شط٢ ٥٘بص خٛاٞذ ثٛد. iپغ دس ا٤ٗ حبِت ٥٘ض كشف حذالُ 

x، 7حبِت  y ٚ ix iy: دس ا٤ٗ حبِت اٌش 2 i، حذالُ y، دس ا٤ٙلٛست ثب تٛخٝ ثٝ فشم اػتمشا ثشا٢ ت٥ِٛذ پـ٥ض ثٝ عَٛ 12 1 

iyدٞذ. أب اٌش  حذالُ ٤ه ٚاحذ ا٘شط٢ ٥٘بص اػت وٝ ا٤ٗ ٔب٘ٙذ لجُ حىٓ سا ٘ت٥دٝ ٣ٔ x, yٚ پـ٥ض ٚاحذ ا٘شط٢ ٚ ثشا٢ چؼجب٘ذٖ د 12 ،

ix، كشف x, yدس ا٤ٙلٛست ثشا٢ چؼجب٘ذٖ دٚ پـ٥ض  y| | iٚاحذ ا٘شط٢ لاصْ اػت. ثب تٛخٝ ثٝ ا٤ٗ وٝ  12 وٕتش  i، ا٤ٗ ٔمذاس اص 3

 ٘خٛاٞذ ثٛد.

10تٛاٖ د٤ذ وٝ چٖٛ  اوٖٙٛ ثب تٛخٝ ثٝ ادػب ٣ٔ 112 1025 لاصْ  1100ٚاحذ ا٘شط٢ ثشا٢ ثٝ دػت آٚسدٖ پـ٥ض ثٝ عَٛ  11، پغ كشف 2

 وٙذ. اػت ٚ ا٤ٗ اثجبت ٔب سا وبُٔ ٣ٔ
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ا٘ذ. پغ ٞش لغؼٝ وٕبٖ  مؼ٥ٓ وشدٜوٕبٖ ٔؼب٢ٚ ت 3ضّؼ٣ دا٤شٜ ٔح٥غ٣ آٖ سا ثٝ  3ٞب٢ ا٤ٗ  ساع
360

40
9

دسخٝ اػت. ثٙبثشا٤ٗ صا٤ٚٝ  

AAA1 2 AAK2دسخٝ اػت. صا٤ٚٝ  101لغؼٝ وٕبٖ اػت(  0سٚ ثٝ  )وٝ سٚثٝ 4 دسخٝ خٛاٞذ ثٛد.  01الاضلاع،  ، صا٤ٚٝ ٔدبٚس آٖ دس ٔتٛاص1٢

AAA2أب صا٤ٚٝ  1  لغؼٝ وٕبٖ اػت. پغ 7سٚ ثٝ  سٚثٝ دسخٝ اػت، چشا وٝ 01ٞٓ  5

AAA AAK2 1 5 2 1 60 

Aثٙبثشا٤ٗ ػٝ ٘مغٝ  A,5 1  ٚK ٓٞ ا٘ذ. صا٤ٚٝ  خظKAA5  دسخٝ اػت. اص عشف٣ 01وٕبٖ اػت(  لغؼٝ 7سٚ ثٝ  )وٝ سٚثٝ 4

KAA AAA AAK4 5 2 4 5 2 4 12 60 60 

AAK4پغ ٔثّث   الاضلاع اػت. ٞٓ ٔتؼب٢ٚ 5

AAK4ٌشد دٚساٖ د٥ٞٓ ٔثّث  دسخٝ حَٛ ٔشوض دا٤شٜ ثٝ عٛس ػبػت 81اٌش ؿىُ سا  AAM6ثٝ  5 AAM6ٚ ٔثّث  7 AAN8ثٝ  7 تجذ٤ُ  9

ؿٛد. پغ وٕبٖ  تجذ٤ُ ٣ٔ Nثٝ  M  ٚMثٝ  Kؿٛ٘ذ. دس ٘ت٥دٝ ثب ا٤ٗ دٚساٖ  ضّؼ٣ ع٣ ا٤ٗ دٚساٖ ثٝ ٞٓ تجذ٤ُ ٣ٔ 3ؿٛد، چشا وٝ اضلاع  ٣ٔ

MN ت. صا٤ٚٝ دسخٝ اػ 81تش(  )س٢ٚ دا٤شٜ وٛچهMKN ٝدسخٝ خٛاٞذ ثٛد. 01سٚ ثٝ ا٤ٗ وٕبٖ اػت(  )وٝ سٚث 

 

 .( كح٥ح اػتة٢ ) ٌض٤ٙٝ  -08
 

 د٥ٞٓ. ٘ـبٖ ٣ٔ ٢2 ٘مبط ثب ٔختلبت كح٥ح سا ثب  ٔدٕٛػٝ

 ٘ب٥ٔٓ. تبثؼ٣ وٝ دس ؿشط ٔؼأِٝ كذق وٙذ سا تبثغ خٛة ٣ٔ

 ٤ذ وٝ تبثغ ص٤ش ٤ه تبثغ خٛة اػت،تٛاٖ د غّظ اػت. ص٤شا ثٝ ػبد٣ٌ ٣ٔ( ٢1 ) ٌضاسٜ

x ثبل٥ٕب٘ذٜ y( fثش  ( x y( , ) 3 

 و٥ٙٓ. ( دسػت اػت. ثشا٢ اثجبت آٖ، اثتذا چٙذ تؼش٤ف اسائٝ ٢0٣ٔ ) ٌضاسٜ

xثشا٢ ٞش  y( , ) xٞب٢  ٔٙظٛس اص ٕٞؼب٤ٝ 2 y( , x، ٘مبط ( y x y x y( , ),( , ),( , )1 1 1  ٚx y( ,  ٞؼتٙذ.1(

xٌبٜ  ثبؿذ، آٖ 2ا٢ اص  ص٤شٔدٕٛػٝ Sاٌش  y( ,  ثبؿٙذ. Sٞب٤ؾ ػضٛ  ٥٤ٌٛٓ اٌش خٛدؽ ٚ ٕٞؼب٤ٝ ٣ٔ Sا٢ دس٣٘ٚ اص  سا ٘مغٝ (

,ثٝ  Sتبثؼ٣ اص  fاٌش  ,0 1 xثبؿذ ٚ  2 y( ,  و٥ٙٓ ثبؿذ، تؼش٤ف ٣ٔ Sا٢ دس٣٘ٚ اص  ٘مغٝ (
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f x y( , ) 
٢f  ثبل٥ٕب٘ذٜ x y f x y f x y f x y f x y( ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ))1 1 1  7ثش  1

nٞب٢  ، ٔدٕٛػnٝثشا٢ ٞش ػذد كح٥ح ٘بٔٙف٣ 
A  ٚnB و٥ٙٓ: سا ثٝ ا٤ٗ كٛست تؼش٤ف ٣ٔ 

n
A x y x y n( , ) :| | | |2 

Aٔثلاً A( , ),( , ),( , ),( , ) , ( , )1 010 10 0 1 0 1 n. دس ؿىُ ص٤ش، 00
Aً٘ا٘ذ. ٞب٢ ٔختّف ٔـخق ؿذٜ ٞب ثب س 

 
 و٥ٙٓ ٕٞچ٥ٙٗ تؼش٤ف ٣ٔ

n
B x y x y n( , ) :| | | |2 

nتبثغ 
h B: , ,0 1 n ٘ب٥ٔٓ اٌش ثشا٢ ٞش سا خٛة ٣ٔ 2

h x y x y B( , ) ,( , ) 10. 

 و٥ٙٓ. حبَ ِٓ ص٤ش سا ثبثت ٣ٔ

nػذد٢ عج٥ؼ٣ ٚ  Nفشم و٥ٙذ  لنۺ
h B: , ,0 1 2تٛاٖ ثٝ تبثؼ٣ خٛة س٢ٚ وُ  سا ٣ٔ hتبثؼ٣ خٛة ثبؿذ. دس ا٤ٗ كٛست  2

 ٌؼتشؽ داد.

 اثبات لنۺ

nسا س٢ٚ  hثٝ عٛس اػتمشا٣٤ تبثغ 
B  ثشا٢ ٞشn N د٥ٞٓ ثٝ ٘ح٢ٛ وٝ خٛة ثبل٣ ثٕب٘ذ. ٌؼتشؽ ٣ٔ 

nس٢ٚ  hفشم و٥ٙذ 
B خٛا٥ٞٓ آٖ سا س٢ٚ  تؼش٤ف ؿذٜ ثبؿذ ٚ خٛة ثبؿذ. ٣ٔn

B ٌؼتشؽ د٥ٞٓ ثٝ عٛس٢ وٝ خٛة ثٕب٘ذ. ثٝ ا٤ٗ ٔٙظٛس  1

nوبف٣ اػت آٖ سا س٢ٚ 
A nتؼش٤ف و٥ٙٓ ثٝ ٘ح٢ٛ وٝ ثشا٢  1

x y A( , hداؿتٝ ثبؿ٥ٓ  ( x y( , ) m)چٖٛ ثشا٢  0 n  ثٙبثش فشم

mاػتمشا ؿشط ٔؼأِٝ س٢ٚ 
A .)ثشلشاس اػت 

nثٝ ٞش وذاْ اص اػضب٢ 
A عجك ا٢ٍِٛ ؿىُ ص٤ش، ػض٢ٛ اص ،n

A د٥ٞٓ. اػضب٣٤ اص  سا ٘ؼجت ٣ٔ 1

n
A ٘ب٥ٔٓ. ٔغبثك  ا٘ذ سا ػضٛ آصاد ٚ ثم٥ٝ سا ػضٛ ٚاثؼتٝ ٣ٔ وٝ ثٝ ٥ٞچ ػض٢ٛ ٘ؼجت دادٜ ٘ـذٜ 1

٢n  ؿىُ، اػضب٢ ٚاثؼتٝ
A ٌزاس٢ داسا٢ ا٤ٗ  و٥ٙٓ. ا٤ٗ ؿٕبسٜ ٌزاس٢ ٣ٔ سا ثٝ تشت٥ت ؿٕبسٜ 1

٢n  ٞش ػضٛ ٚاثؼتٝ»خبك٥ت اػت: 
A ٢ ٥ٞچ ٤ه  ٚاثؼتٝ ؿذٜ وٝ ٕٞؼب٤ٝ nA ، ثٝ ػض٢ٛ اص1

 «٢ ثؼذ٢ ٥٘ؼت. اص اػضب٢ ٚاثؼتٝ

 

٢n اػضب٢  سا س٢ٚ ٕٞٝ hحبَ اثتذا ٔمذاس تبثغ 
A و٥ٙٓ. ػپغ ثب ؿشٚع  ثشاثش ثب كفش تؼش٤ف ٣ٔ 1

 hد٥ٞٓ وٝ  سا س٢ٚ ٞش ػضٛ ٚاثؼتٝ ثٝ ٘ح٢ٛ تغ٥٥ش ٣ٔ h، ٔمذاس ٢1 ؿٕبسٜ  اص ػضٛ ٚاثؼتٝ

س٢ٚ ػض٢ٛ وٝ ثٝ آٖ ٚاثؼتٝ اػت كفش ؿٛد. ثب تٛخٝ ثٝ خبك٥ت ث٥بٖ ؿذٜ دس ثبلا، دس ٟ٘ب٤ت تبثغ 
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h آٚس٤ٓ وٝ ثشا٢ ٞش  ا٢ ثٝ دػت ٣ٔn
h x y x y A( , ) ,( , ٢ ثؼذ٢، ٔمذاس  ٢ ٚاثؼتٝس٢ٚ اػضب h)تٛخٝ و٥ٙذ وٝ تغ٥٥ش ٔمذاس  0(

h دٞذ.( سا دس ٘مبط لج٣ّ تغ٥٥ش ٣ٕ٘ 

nس٢ٚ وُ  hثٝ ا٤ٗ تشت٥ت تبثغ 
B nؿٛد ٚ ثشا٢ ٞش  تؼش٤ف ٣ٔ 1

x y B( , h ، داس٤ٓ( x y( , ) ثٝ دِخٛاٜ،  n. اوٖٙٛ ثب ثضسي وشدٖ 0

hآٚس٤ٓ وٝ  ثٝ دػت ٣ٔ 2س٢ٚ وُ  ٤hه تبثغ  x y( , )  ؿٛد. ٚ اثجبت ِٓ تٕبْ ٣ٔ 0

اص ٘مبط  ٢S ٔتٙب٣ٞ  سا س٢ٚ ٤ه ٔدٕٛػٝ fسا ثبثت وشد. ص٤شا فشم و٥ٙذ ٔمذاس  ٢0  تٛاٖ ثٝ ساحت٣ دسػت٣ ٌضاسٜ حبَ ثب اػتفبدٜ اص ِٓ ثبلا ٣ٔ
N ٚخٛد داسد وٝ Nٔتٙب٣ٞ اػت، پغ ػذد عج٥ؼ٣  ٢S  خب وٝ ٔدٕٛػٝ ثذا٥٘ٓ. اص آٖ 2

S B سا س٢ٚ ٘مبط  f. اوٖٙٛ ٔمذاس تبثغ 1

N
A ٘ب٥ٔٓ.  ٣ٔ gو٥ٙٓ. تبثغ حبكُ اص تغ٥٥ش ا٤ٗ ٔمبد٤ش سا  ٞب سا ثؼلاٜٚ ٚ ٟٔٙب٢ ٤ه ٣ٔ د٥ٞٓ وٝ ٤ى٣ دس ٥ٔبٖ آٖ ثٝ ا٤ٗ كٛست تغ٥٥ش ٣ٔ 1

Nثٝ  gدلت و٥ٙذ وٝ تحذ٤ذ تبثغ 
B Nس٢ٚ  gتبثؼ٣ خٛة اػت ص٤شا ٔمذاس  1

B  ٕٞچٙبٖ كفش اػت. پغ ثٙبثش ِٓ، تبثغ خٛةh  ٚخٛد

Nداسد وٝ س٢ٚ 
B Nس٢ٚ  f  ٚhثشاثش اػت. پغ  gثب  1

B  دس٘ت٥دٝ س٢ٚ ٚS  ٗثب ٞٓ ثشاثش٘ذ ٣ِٚ دس وُ ثب ٞٓ ثشاثش ٥٘ؼتٙذ. ثٙبثشا٤ٗ ثب دا٘ؼت

f ٝتٛاٖ آٖ سا ثٝ عٛس ٤ىتب تؼ٥٥ٗ وشد. ٢ ٔتٙب٣ٞ ٣ٕ٘ س٢ٚ ٤ه ٔدٕٛػ 

٣ دٚ وٙٙذ ٤ىؼبٖ ٚ ٘بت٣ٟ اػت ِٚ سا اتخبر ٣ٔ ٢1 ٘مبع٣ وٝ ٔمذاس  ( غّظ اػت، ص٤شا دٚ تبثغ ص٤ش، ٞش دٚ خٛة ٞؼتٙذ ٚ ٔدٕٛػ٢7ٝ ) ٌضاسٜ

 ا٘ذ. تبثغ ثب ٤ىذ٤ٍش ٔتفبٚت

٢x  ثبل٥ٕب٘ذٜ y( fثش  1( x y( , ) 3 

٢x  ثبل٥ٕب٘ذٜ y( )2 2 fثش  1 x y( , ) 3 

 ( كح٥ح اػت.٢0 ) ( ٥٘ض ٘بدسػت اػت. پغ ٌض٢0ٝٙ٤ ) ثٙبثشا٤ٗ ٌض٤ٙٝ
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 ٢ آٖ ثبؿذ پغ سٌتش٤ٗ صا٤ٚٝثض ٢A  ٔثّث٣ ٔؼتذَ ٚ داسا٢ وٕتش٤ٗ ٔؼبحت ثبؿذ ٚ فشم و٥ٙذ صا٤ٚٝ ABCفشم و٥ٙذ ٔثّث 

ABC

AB AC A A

S ABAC A

, , sin( ) sin( )

. . .sin( )

3
1 60 60

2
1 3
2 4

 

Aٕٞچ٥ٙٗ فشم و٥ٙذ ٔثّث  B C ٝ٢  ٔثّث٣ ٔؼتذَ ٚ داسا٢ ث٥ـتش٤ٗ ٔؼبحت ثبؿذ ٚ فشم و٥ٙذ صا٤ٚA ٝ٢ آٖ ثبؿذ  وٛچىتش٤ٗ صا٤ٚ

 پغ

A B C

A B C ABC

A B A C A A

S A B A C A

S S

, , sin( ) sin( )

. . .sin( )

3
2 60 60

2
1

3
2

3 3
4

 

,ثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ ٔثّث ثب اضلاع  ,2 2 ,سا ٔثّث ثب ث٥ـتش٤ٗ ٔؼبحت ٚ ٔثّث ثب اضلاع  2 سا ثٝ ػٙٛاٖ وٕتش٤ٗ ٔؼبحت دس ٘ظش ث٥ٍش٤ذ وٝ  111,

 آ٤ذ. ٣ٔحبِت تؼب٢ٚ ٘بٔؼب٢ٚ ثبلا ثذػت 
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وٙذ  ٢ آٖ ثشداس حشوت ٣ٔ تٛا٥٘ٓ فشم و٥ٙٓ ٔتحشو٣ ثٝ تشت٥ت دس ساػتب٢ ٞش وذاْ اص ثشداسٞب ٚ ثٝ ا٘ذاصٜ ثشا٢ ٤بفتٗ ٔدٕٛع تؼذاد٢ ثشداس ٣ٔ

٢ ٔتحشن ٤بدؿذٜ ٚ ا٘تٟب٢ آٖ ٔحُ پب٤ب٣٘ ٔتحشن ثبؿذ ٔدٕٛع ثشداسٞب٢ ا٥ِٚٝ خٛاٞذ ثٛد. ثٙبثشا٤ٗ  ػپغ ثشداس٢ وٝ اثتذا٢ آٖ ٔحُ ا٥ِٚٝ

٢ ثشداسٞب٢  وٙذ ٚ ٕٞٝ ٢ ثبثت٣ ؿشٚع ثٝ حشوت ٣ٔ ٢ ٤بفتٗ پبػخ ا٤ٗ ػٛاَ وبف٣ اػت تؼذاد ٘مبط ا٘تٟب٣٤ ٕٔىٗ ثشا٢ ٔتحشو٣ وٝ اص ٘مغٝثشا

٢ لشٔض دس ؿىُ ص٤ش ؿشٚع  ؿٛد اٌش ٔتحشن اص ٘مغٝ وٙذ ث٥بث٥ٓ. تٛخٝ و٥ٙذ وٝ عَٛ ٚ خٟت ثشداسٞب ثبػث ٣ٔ ٔٙظٛس ؿذٜ دس ؿىُ سا ع٣ ٣ٔ

 ٔشحّٝ س٢ٚ ٘مبط ػ٥بٜ ثبل٣ ثٕب٘ذ.دس ٞش  ثٝ حشوت وٙذ
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۱شکل 

nد٥ٞٓ اٌش ٔتحشن  ٞب ثبؿذ سا ث٥بث٥ٓ. ثٝ اػتمشا ٘ـبٖ ٣ٔ تٛا٘ذ دس آٖ پغ وبف٣ اػت تؼذاد ٘مبع٣ وٝ دس ا٘تٟب ٣ٔ لذْ حشوت وٙذ  1

nخٛاٞذ ثٛد. ثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ ثشا٢  nٞب لشاس ٥ٌشد ٔشص ٚ داخُ ٤ه ؿؾ ضّؼ٣ ٔٙتظٓ ثب عَٛ ضّغ  تٛا٘ذ دس ٟ٘ب٤ت دس آٖ ٘مبع٣ وٝ ٣ٔ 5 

 ٢ ٘مبط ؿىُ ص٤ش خٛاة اػت. ٕٞٝ

 
٢n اػتمشا  پب٤ٝ  ٢ ٘مبط ؿىُ ص٤ش سػ٥ذ. تٛاٖ ثٝ ٕٞٝ ٣ٔاػت. سٚؿٗ اػت وٝ ثب دٚ لذْ  2



 
 

۲۷ 
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 7ؿىُ

 

nاوٖٙٛ فشم و٥ٙذ حىٓ سا ثشا٢  k دا٥٘ٓ. تٛخٝ و٥ٙذ وٝ ؿىُ ٔشثٛط ثٝ حبِت  ٣ٔn k ٤ه لا٤ٝ ث٥ؾ اص ؿىُ لج٣ّ اػت. ثشا٢  1

 ا٘ذ. ٞب٢ ٔختّف ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ ً٘ؿٛ٘ذ ثب س ٣ٔٔثبَ دس ؿىُ ص٤ش ٘مبع٣ وٝ دس ٞش ٔشحّٝ اضبفٝ 

 
 0ؿىُ 

ضّؼ٣ ثب  لذْ سػ٥ذ ٚ ثٝ ػلاٜٚ ٞش خب٘ٝ دس ؿؾ kتٛاٖ ثب  ٢ خبسخ٣ ٣ٔ دا٥٘ٓ ثٝ تٕب٣ٔ ٘مبط غ٥ش اص لا٤ٝ تٛخٝ و٥ٙذ وٝ عجك فشم اػتمشا ٣ٔ

kعَٛ ضّغ  ٢k ؿىُ ثب  لشاس داسد ثٙبثشا٤ٗ ثٝ ٞش خب٘ٝ kضّؼ٣ داخ٣ّ ٚ ثٝ عَٛ ضّغ  ٢ ٔدبٚس داسد وٝ دس ؿؾ ٤ه خب٘ٝ 1 لذْ  1

kضّؼ٣ سا وٝ دس ٘ظش ث٥ٍش٤ٓ ٥ٞچ ٔؼ٥ش ثب عَٛ وٕتش ٔؼب٢ٚ  ؿٛد. اص عشف٣ ٞش ٘مغٝ خبسج اص ا٤ٗ ؿؾ تٛاٖ سػ٥ذ ٚ حىٓ ثبثت ٣ٔ ٣ٔ تب  1

kؿٛد ثب  تٛاٖ ٘ت٥دٝ ٌشفت.( پغ ثبثت ٣ٔ ٢ لشٔض ٘ذاسد. )ا٤ٗ حىٓ سا ٞٓ ثب اػتمشا٣٤ ٔـبثٝ ٣ٔ ٘مغٝ ضّؼ٣  لذْ دل٥مبً ثٝ ٘مبط ؿؾ 1

خٛاة ٔٛسد٘ظش  01عَٛ ضّغ ضّؼ٣ ثب  اػت پغ تؼذاد ٘مبط ٤ه ؿؾ 01ٞب٢ ٔتحشن ٔب  دا٥٘ٓ وٝ تؼذاد لذْ تٛاٖ سػ٥ذ. حبَ ٣ٔ ٤بدؿذٜ ٣ٔ

تمؼ٥ٓ وشد. ثشا٢ ٔثبَ دس ؿىُ ٔشثٛط ثٝ  01الاضلاع ثٝ عَٛ ضّغ  تٛاٖ ثٝ ؿؾ ٔثّث ٔتؼب٢ٚ ضّؼ٣ سا ٣ٔ ٔب اػت. تٛخٝ و٥ٙذ وٝ ا٤ٗ ؿؾ

 و٥ٙذ. ثٙذ٢ سا ٔـبٞذٜ ٣ٔ ٗ تمؼ٥ٓا٤ 0ضّؼ٣ ثٝ عَٛ ضّغ  ؿؾ
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ثشاثش  nضّغ الاضلاع ثٝ عَٛ  دا٥٘ٓ تؼذاد ٘مبط ٔثّث٣ ٔتؼب٢ٚ ٣ٔ
n n( )( )2 1

2
اػت پغ ثب دس ٘ظش ٌشفتٗ ٘مبط تىشاس٢ )٘مبط ٘بس٘د٣ ٚ  

 ثشاثش nضّؼ٣ ثٝ عَٛ ضّغ  آث٣ دس ؿىُ فٛق( تؼذاد وُ ٘مبط ثشا٢ ؿؾ

n n
n

( )( )6 2 1
6 5

2
 

 . 1783اػت. پغ خٛاة ٔب ثشاثش اػت ثب: 

 

 


